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VORREDE.

Das Werk, dessen erster Theil hier vorliegt, ist aus der
Absicht hervorgegangen, das, héufig als ,,Theorie der Functionen
complexer Variabeler* bezeichnete, neue Gebiet der Mathematik,
welches von Gauss und Caucay zuerst betreten, dann von Riemann
in glanzvoller Weise bebaut worden ist, in seinen wesentlichen
und fundamentalen Theilen vollstindig und streng wissenschaft-
lich darzustellen.

Es galt, zunichst einen Ausgangspunkt in dem Begritfe der
complexen Zahl zu gewinnen. Eine Umschau in der Literatur
iiberzeugte mich bald, dass_einerseits viele Mathematiker die
Frage in ihrer Bedeutung und Wichtigkeit ginzlich verkem}en,
und sie in der oberflichlichsten Weise mit einem Raisonnement
erledigen zu konnen glauben, welches an Begriffsverwirrung
seines Gleichen sucht (s. unten S. 14), und dass andererseits der
Gesichtskreis der Schriftsteller, welche die Frage ernstlicher an-
greifen, meistens ein zu beschrinkter ist, als dass er zur Beant-
wortung dieser tief liegenden Frage ausreichte.

Wie tiberhaupt die Entwickelung mathematischer Begriffe
und Vorstellungen historisch zwei entgegengesetzte Phasen zu
durchlaufen pflegt, so auch die des Imaginiren. Zunichst erschien
dieser Begrift als paradox, streng genommen unzuléssig, unmog-
lich; indess schlugen die wesentlichen Dienste, welche er der
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Wissenschaft leistete, im Laufe der Zeit alle Zweifel an seiner
Legitimitiat nieder und es bildete sich die Ueberzeugung seiner
inneren Wahrheit und Nothwendigkeit in solcher Entschiedenheit
aus, dass die Schwierigkeiten und Widerspriiche, welche man
anfangs in ihm bemerkte, kaum noch gefiihlt wurden. In diesem
zweiten Stadium befindet sich die Frage des Imaginiren heut zu
Tage; — indessen bedarf es keines Beweises, dass die eigentliche
Natur von Begriffen und Vorstellungen erst dann hinreichend auf-
geklart ist, wenn man unterscheiden kann, was an ihnen noth-
~ wendig ist, und was arbitrir, d. h. zu einem gewissen Zwecke in
sie hineingelegt ist. Nur die Determination von hoheren und die
Vergleichung mit coordinirten Begriffen liefert eine geniigende
Definition. Wollte ich daher den Begriff der gemeinen imaginiren
Zahlen von Grund aus feststellen, so war ich gezwungen, auf
Untersuchungen iiber complexe Zahlen im Allgemeinen (VI. Ab-
schnitt) einzugehen, und neben jenen élteren complexen Zahlen,
zum factischen Beweise der Moglichkeit von Zahlen, deren Ein-
heiten nicht allen Gesetzen der ,arithmetica universalis“ *) folgen,
wenigstens einige abweichende Zahlensysteme zu behandeln. Ich
habe deshalb im VIII. und IX. Abschnitt die Theorie der Quater-
monen Sir W. R. Hamivton’s, die in England allgemem bekannt
’ |und gebraucht, in Deutschland aber bisher fast ganz unbekannt
geblieben sind, dargestellt, und glaubte mich dabei nicht nir auf
das fiir den angezogenen Zweck nothigste beschrinken zu miissen,
sondern mir den Dank vieler Mathematiker -zu verdienen, wenn
ich diese Theorie vollstindig entwickelte und zugleich an eiﬁigen
Beispielen ihre Fruchtbarkeit und leichte Anwendbarkeit darlegte.
Auch einem anderem complexen Systeme, welches an Sachgemiiss-
heit und Brauchbarkeit mit dem Hamwrox’schen wetteifert, und

*) Ich nehme dies Wort im Folgenden iiberall in dem durch NEwTox’s
glelchna.mlges Werk bekannten Sinne, .
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welches ich das alternirende nenne, glaubte ich im VII. Abschnitt
einen, wenn auch kleineren Raum zugestehen zu sollen.

Eine griindliche Untersuchung des Wesens der arithmetischen
Operationen und der- Zahl in dem gegenseitigen nothwendigen
Zusammenhange dieser beiden Begriffe zeigte sich als durchaus
nothwendig, wenn man den Begriff der complexen Zahlensysteme
etwas tiefer erfassen wollte. So sind die Abschnitte I bis IV der
vorliegenden Schrift entstanden. Nachdem im I. Abschnitte die
Mangelhaftigkeit der vulgiren Beg'rﬁndung.des Begriffes der
Zahlen uid der vier Species gezeigt und das hodegetische Prin-
cip der Permanenz der formalen Gesetze aufgestellt ist, wird im
II. Abschnitte die Natur von Operationen, welche in ihren forma-
len Bedingungen- denen der arithmetica universalis nachgebildet
sind, ausfiihrlich untersucht. ¥)

Im III. und IV. Abschnitte ist die Natur der ganzen, gebro-
chenen, rationalen und irrationalen reellen Zahlen und Grossen,
zum ersten Male, wie mir scheint, von einem hoheren und all-
gemeineren Gesichtspunkte strenge und systematisch dargestellt.
Dass es dabei nothwendig war, zuweilen in Betrachtungen einzu-
gehen, welche ,,der Metaphysik des Caleuls“ angehorig, sich in
ihrer Form von den meisten rein mathematischen Deductionen
einigermassen unterscheiden, liegt auf der Hand. Fiir diejenigen
Lesér aber, welche an dergleichen- Untersuchungen weniger In-
teresse nehmen, bemerke ich, dass aueh ohne-die Lectiire des
III. und IV. Abschnittes “(und der damit zusammenhingenden

*) Ich habe in den §§. 4 und 5 nur ungern eine etwas schwerfillige Be-
zeichnung der Operationen angewandt, und lange geschwankt, ob ich den
Schein des Abstrusen, welchen diese fiir das folgende unentbehrlichen Unter-
suchungen annehmen kénnten, nicht dadurch vermeiden sollte, dass ich statt
des Zeichens @ (a, b) fiir eine thetische Verkntipfung mieh des tibersicht-
licheren (a <4 b) bediente. Indess hat der Umstand, dass sich an letzteres
Zeichen gar zu leicht die gewohnten Vorstellungen ankniipfen, schliesslich
den Ausschlag zu Gunsten der im Texte angewandten Bezeichnung gegeben.
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Entwickelungen auf S. 26—28) alles folgende ohne Weiteres
verstindlich sein wird. Wie ich dort gezeigt habe, kann der
Begriff der Zahl rein formal und ohne Riicksicht auf den der
Grosse gefasst werden; letzterer tritt nur hinzu als anschauliches
Substrat jener Formen. Ich habe daher auch durchgehequ
»scomplexe Zahl“ statt des gebriuchlicheren Ausdrucks ,,com-
plexe Grosse“ geschrieben, was ich sogleich an diesem Orte an-
fiihre, um die Meinung, als ob es sich in vorliegendem Werke um
die ganzen complexen Zahlen im Sinne der eigentlichen Zahlen-
lehre handele, von vornherein zu dementiren. — T

In der geometrischen Darstellung der gemeinen und hoheren

complexen Zahlen sowie ihrer Operationen habe ich mich durch- |

aus der allgemeinen Vorstellungen iiber den Sinn von Strecken,
Winkeln, Flichénriumen und Kérperinhalten bedient, wie sie
Mésius zuerst consequent angewandt hat. Diese Principien geben
den Formeln und Sétzen eine von allen speciellen Lagen-Verhalt-
nissen durchaus unabhiingige und deshalb hochst elegante Gestalt,
die man, einmal an sie gewohnt, nur sehr ungern vermisst. Man
muss es bedauern, dass dieselben noch so wenig allgemeine Ver-
breitung gefunden haben, wie denn z. B. Hamiuron’s Schriften
iiber die Quaternionen (s. unten S. 195) in der élteren Form ge-
schrieben sind. Dass in dieser manche Untersuchungen vollig
ungeniessbar werden konnen; davon diirfte die Darstellung
Hamirron’s an- nicht wenigen Stellen seiner ,Lectures“ (z. B.

' S.218 u. ff.) ein eindringliches Beispiel sein. Diejenigen Leser,
welche mit der Mosws’schen Form der sphirischen Trigono- -

metrie u. s. w. nicht vollig vertraut sind, verweise ich auf die
,Elemente der Mathematik* von R. Bavtzer. —
In dem vorliegenden I. Theile habe ich mich auf die Ent-

wickelung der Grundeigenschaften der verschiedenen Zahlen-

systeme beschrinkt, d. h. auf die vier Fundamentaloperationen
der Addition, Subtraction, Multiplication und Division, die zur
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vollstindigen Charakterisirung des Wesens jener Systeme noth-
wendig und hinreichend sind.

Der II. Theil dieses Werkes wird die Theorie der Functio-
nen complexer Verinderlicher enthalten und zwar gedenke ich
auch hier die Grundbegriffe streng und eingehend zu begriinden, .
sqweit dies bei dem heutigen Stande der Wissenschaft méglich
sein wird. Ich werde mich fast ausschliesslich auf die Functionen
gemeiner complexer Verinderlicher beschrinken und ausser den
Grundlehren, dem DiricaLer’schen Principe, dem Taviror’schen
Satze u. s. w., besonders die Theorie der Integrale mit complexen
Integrationswegen, die hypergeometrische Reihe, die elliptischen
und, soweit es der Raum gestattet, die Asevr’'schen Functionen
behandeln. Doch wird auch die Theorie der Functionen von
Quaternionen gebiihrende Beriicksichtigung finden.

Die Darstellung einer fundamentalen Disciplin, wie die hier
behandelte, wird jederzeit nicht sowohl grosse Kenntnisse in den .
hochsten Theilen der Mathematik, als vielmehr eine gewisse
Empfinglichkeit und Vorhrtheilslosigkeit, iiberhaupt einen den-
kenden Leser voraussetzen miissen. Solche Leser werden vorlie-
gende Schrift nicht nach aphoristischer Lecture einzelner Stellen,
welche aus dem Zusammenhange gerissen, leicht fremdartig er-
scheinen oder unverstindlich bleiben konnen, beurtheilen. Gerade
die Leichtigkeit, mit welcher sich der scheinbar so heterogene Stoff
den systematischen Ideer fiigte, welche als rother Faden Alles
durchziehen und der consequente Zusammenhang aller einzelnen
Theile, ist mir die sicherste Garantie fiir die Richtigkeit und
Angemessenheit meines, von dem gewohnlichen zuweilen wesent-
lich abweichenden Gedankenganges gewesen.

In den Naturwissenschaften zeigt sich ip neuester Zeit das
entschiedene Streben, aus der Welt des empirischen Details zu
den grossen Principien aufzusteigen, welche alles Einzelne be-
herrschen und unter héheren Gesichtspunkten zu einem- Ganzen
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vereinigen: das Streben nach einer, nicht von aussen octroyirten,
sondern aus der Sache selbst fliessenden Philosophie der Natur.
Auch auf dem Gebiete der Mathematik scheint sich ein ver-
wandtes Bediirfniss, das in England stets rege gewesen ist, in
_ unseren Tagen immer allgemeiner geltend zu machen. Der
Wunsch, dies Bediirfniss zu erwecken und wenigstens in einem
gewissen Umkreise zu befriedigen, hat auf mich bei Abfassung
des vorliegenden Werkes einen wesentlichen Einfluss ausgeiibt.

Universitat Leipzig,
9. Mai 1867.

Dr. Hermann Hankel.
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ERSTER ABSCHNITT.

Exposition.

Reine Theorie, auf was fiir Objecte sie sich auch beziehen mag,
hat iiberall die Aufgabe, deductiv aus gegebenen Relationen neue
Beziehungen abzuleiten, die allerdings in den vorausgesetzten ent-
halten und mit ihnen gleichzeitig gesetzt sind, deren Erkenntniss
aber infolge der Natur des menschlichen Geistes einen wissenschaft-
lichen Fortschritt begriindet. Die rein formalen Wissenschaften,
Logik und Mathematik, haben solche Relationen zu behandeln,
welche unabhiingig von dem bestimmten Inhalte, der Substanz der
Objecte sind oder es wenigstens sein konnen. Der Mathematik
fallen in's Besondere diejenigen Beziehungen der Objecte zu ein-
ander zu, die den Begriff der Grosse, des Maasses, der Zahl invol-
viren. Ueberall, wo diese Begriffe anwendbar sind, kann und wird
Mathematik ohne ihren Charakter zu verindern eintreten, da sie
unabhiingig von den verglichenen Objecten und Substanzen selbst,
rein jene Relationen der Grosse, des Maasses und der Zahl mit ein-
ander verkniipft. =

§ 1.
Die ganzen Zahlen und ihre thetischen Verbindungen.

Was es heisst, ein Object 1 mal, 2 mal, 3 mal . .. denken oder
setzen, kann bet der principiellen Einfachheit des Begriffes der
Setzung (Position) nicht definirt werden. Eine absolute, ganze Zahl
1,2, 3... sagt aus, es solle ein Object 1, 2, 3 ... mal gesetzt wer-
den, und es bedeutet 1e, 2e, 3e ..., das Resultat der wiederholten
Position von e. Jenes Object, welches willkiihrlich blelbt kann Ein-

Hankel, complexe Zahlen.
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heit genannt und an seine Stelle die absolute, numerische Einheit ge-
setzt werden, die man mit 1 bezeichnet. Man setzt dann 1.1, 2.1,
3.1... einfach gleich 1, 2, 3, ... und driickt so durch die Zahlzeichen

zwei verschiedene, wenn auch nahe verwandte Begriffe aus. In der

ersten Beziehung sind 1, 2, 3, ... Cardinalzahlen, indem sie das
»wie oft“ der Position bezeichnen und eine Forderung énthalten, in
der zweiten sind sie Ordinalzahlen, welche die Stelle einer gewissen
Vielheit in der geordneten Zahlenreihe und das Resultat der Ver-
kniipfung von Einheiten bezeichnen. Entsprechend diesen beiden
Bedeutungen gibt es zwei Verkniipfungsweisen der Zahlen,

Addition. Denkt man sich die numerische Einheit a mal,
dahn 5 mal gesetzt, und fasst diese Setzungen in eins zusammen,
so nennt man das Resultat die Summe der einzelnen Setzungen
(a + 8). Die Addition zweier Zahlen besteht in demselben Pro-
cesse, der zu ihrer Erzeugung selbst gefiihrt hat und man sieht,
dass ‘die Summe und damit auch das zu ihrer Bezeichnung ange-
wandte Symbol + den beiden Hauptgesetzen:

a+G+d=@+h+ec—at+bte
at+b=b+a

unterliegen, von denen das erste als das der Associativitit,
das zweite als das der Commutativitdt bezeichnet wird. Die
Addition ist eine eindeutige Operation, d. h. das Resultat der Addition
(a 4+ ) ist ein bestimmtes; sie hat ferner die Eigenschaft, dass
wenn ein Summand seinen Werth dndert, wihrend der andere con-
stant bleibt, dann sich jedesmal das Resultat der Operation &ndert.
Die hier angegebenen Eigenschaften der Addition sind ausreichend,
um aus ihnen alle weiteren Folgerungen iiber Summenbildung abzu-
leiten, ohne dass man sich jemals dabei der realen Bedeutung der
Addition erinnern miisste. Sie bilden insofern das System der Be-
dingungen, welche nothig und ausreichend sind, um die Operation
formal zu definiren.

Multiplication. Die Multiplication besteht in der Verkniipfung
einer Ordinalzahl 4 mit einer Cardinalzahl a und verlangt, dass &

a mal genommen werden soll. Das Resultat dieser Operation, das -

.Product a.4 kann auch als diejenige Zahl angesehen werden, welche
aus & auf dieselbe Weise hervorgeht, wie a aus der numerischen
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Einheit. Bilden wir jetzt ein Product durch bmaliges Verviel-
fachen der Ordinalzahl a, so ist es keineswegs selbstverstéindlich,
sondern bedarf eines Beweises, dass
a.b=5b.a

also das commutative Gesetz gilt. Dieser Beweis kann durch
eine im Grunde geometrische Construction in einer Ebene ebenso
leicht gefiihrt-werden*, als im Raume der Beweis fiir das asso-
ciative Gesetz:

a.(b.c)=1(a.p).c
wobei man darauf achten mag, dass bald von dem ordiﬁalen, bald
von dem cardinalen Begriffe der Zahl Gebrauch gemacht wird.

Die Multiplication héngt ihrem Begriff nach mit der Addition
eng zusammen, denn es ist allgemein : '

b+ca=ba+ca,al+c)=ab+ac;
— eine Eigenschaft, welche man die distributive** nennt. Fiigen
wir noch hinzu, dass 1 e = a ist und die Multiplication hinsichtlich '
der Eindeutigkeit ebenso beschaffen ist wie die Addition, so hat man
ihre fundamentalen Eigenschaften erschopft, und mit diesen zp-
gleich ihre formale Definition gegeben.

Potenzirung. Die Potenzirung ist eine Operatlon, welche aus
der Multiplication ebenso hervorgeht, wie diese aus der Addition.
Unter a® versteht man den Factor a, 4 mal gesetzt. Was die Gesetze
dieser Operation betrifft, so findet das commutative Princip nicht
statt, denn @ ist von 4* im Allgemeinen verschieden; auch das
associative Gesetz nicht, denn es ist

i a®") von (@)
verschieden. Es ist aber
‘ (@ = @
be)* = b%c®

ab+c — ab a®

* Vergl. LeseunE-DiricHLET, Vorl. tiber Zahlentheorie. 1863. S. 1.

#* Diese Namen sind in England seit 1840 vollkommen, eingebtirgert und
ich habe daher nicht Anstand genommen, sie auch auf deutschen Boden zu
verpflanzen; ,,distributiv® und ,,commutativ® sind von SErvors eingefiihrt
worden (GErcoNNE’s Ann. Bd. V. 1814, 8. 93), ,,associativ® wahrscheinlich
zuerst von Sir W. R. HamiLron.

1 N l*
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und diese Gleichungen reprisentiren das distributive Princip bei
dieser Operation.

Die Wiederholung der Potenzirung liefert wieder eine neue
Operation. Nimmt man néimlich zunichst a, welches auch mit a, -
bezeichnet werden kann, und erhebt es auf dle a,te Potenz, so er-
hélt man a® welches (_atwa. als a, bezeichnet werden mége. Erhebt
man dann a auf die agte Potenz und nennt das Resultat ay, so dass

ag=a % = a(e®)

.....

so erhilt man allgemein a, als eine neue Operation, deren weitere
Untersuchung sich indess bis jetzt in der Wissenschaft nicht als
nothwendig erwiesen hat.

§. 2.
Die lytischen Operationen,- Erweiterung des Begriffes
der Zahlen.

*  Die vorstehenden Operationen nenne ich thetische im Gegen-
satze zu den lytischen, welche durch Umkehrung aus ihnen her-
vorgehen.

Subtraction. NegativeZahlen. In einer Gleichung a + 6 —=c¢
war bisher die Summe ¢ aus den beiden als bekannt vorausgesetzten
Gliedern a, b abgeleitet. Man kann jetzt fragen, welchen Werth
muss = haben, damit # 4 &= ¢. Nach den' oben bemerkten
Eigenschaften der Summe gibt es nur Einen Werth von , fiir wel-
chen z 4+ b = ¢, und den man mit x = & — ¢ bezeichnet.

Die Operatlon welche o aus @ 4+ & = ¢ finden lehrt, heisst
Subtraction, und ist keine andere, wenn man & + x = ¢ als die
. aufzulosende Gleichung ansieht.

Man hat hienach die Identitét oder die zur Definition des
Zeichen — dienende Glelchung

c—b+b=c
und kann alle *bekannten Rechnungsregeln, welche sn:h auf die
additive und subtractive Verbindung von Zahlen beziehen, mit
Hiilfe dieser Gleichung und der angegebenen Eigenschaften der
Addition ableiten.
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Es liegt auf der Hand, dass es, wenn & > c ist, keine
Zahl a:in der Reihe 1, 2, 3, ... gibt, welche die betreffende Aufgabe
16st: die Subtraction ist dann unméoglich. Nichts hindert uns
jedoch, dass wir in- diesem Falle die Differenz (¢ — &) als ein
Zeichen ansehen, welches die Aufgabe 16st und mit welchem genau
80 zu operiren ist, als wenn es eine numerische Zahl aus der Reihe
1,2/ 3... wire. )

Die der Variabilitit von & und ¢ wegen scheinbar doppelte
Reihe von Zahlen, welche so entsteht, kann leicht auf eine einfache
" zuriickgefiihrt werden: denkt man sich eine Zahl 0, welche die

Eigenschaft hat, dass a + 0 = a sei, was auch « bedeute, so hat
man ¢ — a = 0, und schreibt man nun statt O —a emfach — a,
so kann ¢ — b = — a gesetzt werden.

Indem wir so neue negative Zahlen einfilhren, welche sich
durch die Vorsetzung des —, von den bisher allein betrachteten,
durch Position eines Objectes entstandenen, positiven Zahlen
unterscheiden, miissen wir offenbar den Begriff der Zahl, wie er

" oben gefasst wurde, erweitern. Es kann dies etwa geschehen,
indem wir eine Zahl definiren als das Zeichen der Forderung
einér Operation, welche an emem irgend welchen Objecte vor-
zunehmen ist und zugleich- als das aus der Erfiillung jener
Forderung Resultirende, wenn jenes Object durch die nume-
rische Einheit ersetzt wird. So bedeutet 3 oder 4 3 die 3malige
Position eines Objectes, O die absolute Aufhebung der Position, die
man etwa sich so hergestellt denken kann, dass man ein Object zu-
néchst 1 mal setzt und dann diese Setzung wieder aufhebt, so dass
0 kein ObJect dieser Art bezeichnet. Man sieht aber nicht, wie
unter — 3 eine reale Substanz verstanden werden kann, wenn das
urspriinglich gesetzte Object eine solche ist, und wiirde im Rechte
sein, wenn man — 3 als eine nicht reelle, imagindre Zahl als eine
falsche* bezeichnete. ,,Positive und negative Zahlen konnen nur
da eine Anwendung finden, wo das Gezdhlte ein Entgegengesetztes
hat; was mit ihm vereinigt gedacht der Vernichtung gleich zu stellen
ist. Genau besehen, findet diese Voraussetzung nur da Statt, wo
nicht Substanzen (fiir sich- denkbare Gegenstinde) sondern
Relationen zwischen je zweien Gegenstinden das Ge-
zihlte sind. Postulirt wird dabei, dass diese Gegenstiinde auf.eine
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bestimmte Art in eine Reihe geordnet sind, z. B. 4, B, C, D ...,
und dass die Relation des 4 zu B als der Relation des B zu C u. s. w.
gleich betrachtet werden kann. Hier gehort nun zu dem Begriff
der Entgegensetzung nichts weiter als-der Umtausch der Glieder
der Relation, so dass wenn die Relation (oder der Uebergang von
A zu B) als + 1 gilt, die Relation von B zu 4 als — 1 dargestellt
werden muss. Insofern also eine solche Reihe auf beiden Seiten
unbegrenzt ist, représentirt jede reelle ganze Zahl die Relation eines
beliebig als Anfang gewihlten Gliedes zu einem bestimmten Gliede
der Reihe.“* So sieht man, dass die Operation, als deren Ausdruck
wir vorhin eine Zahl ansahen, darin besteht, zwei Objecte (Sub-
stanzen) unter einander in Beziehung zu setzen und obige Erklirung
~der Zahl wird daher jetzt so gefasst werden konnen:

Die Zahl ist der begriffliche Ausdruck der gegen-
seitigen Beziehung zweier Objecte, soweit dieselbe
quantitativen Messungen zugédnglich ist.

Die eigentlich quantitativen Resultate solcher Messungen finden

" "ihre Darstellung iiberall in den absoluten ganzen Zahlen;
wenn aber eine Zahl so beschaffen ist, dass sie mehrere solche
absolute Zahlen als Elemente enthiilt, so heisst sie eine zu-
sammengesetzte oder complexe Zahl, die duich ihre Zu-
sammensetzung zugleich angibt, in welcher Weise diese quantita-
tiven Verhiltnisse an den Objecten und ihrer Relation zur Erschei-
nung kommen.

Will man die hiufig gestellte Frage beantworten, ob eine
gewisse Zahl moglich oder unmoglich sei, so muss man sich zunéchst
iiber den eigentlichen Sinn dieser Frage klar werden. Ein Ding,
~ eine Substanz, die selbststindig ausserhalb des denkenden Subjectes
und der sie veranlassenden Objecte existirte, ein selbststdndiges
Princip, wie etwa bei den Pythagoreern, ist die Zahl heute nicht
mehr. DieFrage von der Existenz kann daher nur auf das denkende
Subject oder die gedachten Objecte, deren Beziehungen die Zahlen
darstellen, bezogen werden. Als unmdoglich gilt dem Mathematiker
streng genommen nur das, was logisch unmoglich ist, d. h. sich
selbst widerspricht. Dass in diesem Sinne unmaogliche Zahlen nicht

* Gauss, Werke, Bd. IT, S. 176 in dem Aufsatze von 1831.
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zugelassen werden konnen, bedarf keines Beweises. Sind aber die
betreffenden Zahlen logisch moglich, ihr Begriff klar und bestimmt
definirt und also ohne Widerspruch, so kann jene Frage nur darauf
hinaus kommen, ob es im Gebiete des Realen oder des in der An-
schauung Wirklichen, des Actuellen ein Substrat derselben, ob es
Objecte gebe, an welchen die Zahlen, also die intellectuellen Be-
ziehungen der bestimmten Art zur Erscheinung kommen. Indiesem
Sinne konnte man, wenn hier ein im Folgenden weiter zu erliutern-
des Beispiel anticipirt wird, die aus /=1 zusammengesetzten
Zahlen solange unmogliche nennen, als man keinerlei anschauliche
Darstellung derselben kannte, und gibt es noch heute Zahlen dieser -
Art. Nachdem aber die Zahlen a 4 & /=1 eine geometrische
Darstellung gefunden haben, und ihre Operationen geometrisch ge-
deutet worden sind, kann man in keiner Weise dieselben als
unmogliche bezeichnen; sie sind ganz von derselben Realitiit
als die positiven und negativen Zahlen, wenn auch letztere zahl-
reichere Substrate in der Anschauung finden, und in vielen Fillen
im Wirklichen dargestellt oder moglich gemacht werden konnen,
wo die in der Zahl @ 4 4 y —1 ausgesprochene Beziehung nicht
realisirt werden kann.

. ¥m aller Unklarheit der Begriffe, die so leicht aus der Unbe-
stimmtheit der Benennung hervorgeht, zu entgehen, wird man gut
thun, solche Zahlen, deren Begriff ein vollkommen bestimmter ist,
die aber einer irgend welchen Construction in der Anschauung nicht
fahig sind, transscendente, rein mentale, rein intellectuelle oder
rein formale zu nennen im Gegensatz zu den actuellen® Zahlen,
welche in der Lehre von den wirklichen Gréssen und ihrer Ver-
kniipfung ihre Reprisentation finden. Solche Zahlen, welche zwi-
schen beiden in der Mitte stehen, von denen man eine vollstandige
Definition geben, aber im Allgemeinen und von vornherein nicht
wissen kann, ob sie einer anschaulichen Darstellung unterzogen

‘werden konnen, mag man potentielle nennen, insofern sie zu actu-

ellen gemacht werden konnen, oder inte]lectuelle, mentale, insofern
sie zuniichst nur gedacht aber nicht angeschaut werden sollen, oder -

*) Die zur Bezeichnung dieser beiden Klassen geeignetsten Namen des
Idealen und Realen haben leider schon eine bestimmte engere Bedeutung.
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formale schlechthin, insofern in ihnen nur eine gewisse formale
Beziehung zum Ausdrucke kommt. Dass dieser Gegensatz zwischen
den transscendenten und actuellen Zahlen in seiner Vermittelung
durch die formalen Zahlen, kein starrer, sondern ein fliessender ist,
wird sich im Folgenden klar genug herausstellen.

Division und gebrochene Zahlen. Die Lysis der multiplica-
tiven Thesis, die Division schliesst die Reihe der arithmetischen
Fundamentaloperationen, der 4 Species, zu der wir die Addition,
Subtraction, Multiplication, Division zdhlen, ab. Die Anwendung
dieser 4 Species auf irgend welche Zahlen nennt man ,rechnen.*

Die Division besteht in der Aufgabe, aus einer Gleichung

_ z.a=1b .
das z zu bestimmen, wenn a, b ganze-Zahlen sind. Es leuchtet
ein, dass es nicht immer moglich ist, das =, sowie es bis. jetzt zu-
lassig ist, als ganze Zahl zu bestimmen. Soll also die Division
unter jeder Bedingung moglich gemacht werden, so miissen wir
unser Zahlengebiet erweitern und in dasselbe neue Zahlen auf-
nehmen, welche durch: ,

=2
a

bezeichnet werden, so dass
b a—2
a

ihre Definition enthdlt. Letztere Verkniipfung aber, durch welche
diese Zeichen einer zunichst unausfiihrbaren Operation definirt
werden, die Multiplication, verliert ganz ihre friiher festgesetzte
Bedeutung der wiederholten Setzung einer gewissen Reihe von Ein-
heiten, wenn = keine ganze Zahl ist. Was also ist die Bedeutung
der letzten Gleichung ?

Diesen gebrochenen Zahlen, welche zuniichst als reine
Zeichen auftreten, kann in vielen Fillen eine actuelle Bedeutung
beigelegt werden. Denkt man sich namlich die Einheit 4 1 als in

a Theile zerlegbar, deren einer -(17 ist, so kann der reale Begriff

« der Multiplication, wie er friiher fiir ganze Zahlen, d. h. fiir wirk-
liche gesetzte Objecte gegeben war, auf diese neuen Objecte auch
angewandt werden und man kann unter
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P —
a a
den 5 mal gesetzten Theil -37 verstehen. Dadurch ist die Bedeutung

1 . . . . .
von -—.b noch nicht bestimmt, und wird es erst, wenn wir unter einer

solchén Multiplication von l in 4 die Operation verstehen, durch
welche & in a Theile zerlegt wird; dann wird in der Anschauung
der Beweis gehefert ‘werden konnen, dass

li=s.=2

a

und daher das commutative Princip gilt. Dabei ist aber zu be-
merken, dass eine neue Definition der Multiplication in letzterem
Falle ausdriicklich gegeben werden musste und so gewahlt wurde,
dass dieselben Gesetze, wie zuvor fir ganze Zahlen, auch bei
der Multiplication von Briicherr gelten. Die gebrochenen Zahlen,
weil ihnen an solchen Substanzen oder Relationen, welche einer
wirklichen Theilung fahig sind, eben diese Theile entsprechen; sind
von Alters her als reale bezeichnet worden, obgleich es unzéhlig
viele Dinge (Individuen) gibt, welche eine Theilung ihrem Begnﬁ'e
nach gar nicht zulassen.

Eben dieser Umstand, der in ganz gleicher Welse den Begriff
des Negativen gefahrdet, msofern jener umkehrbare Gegensatz nicht
in allen physischen Grossengebieten vorhanden ist, ‘weist zur Geniige
darauf hin, dass der Gesichtspunkt, aus dem wir bisher die nega-~
tiven und gebrochenen Zahlen betrachtet haben, nicht der einer
reinen Theorie ist, welche von dem Inhalte der zu verkniipfenden
Objecte unabhingig ist. Jene eines wirklichen Gegensatzes fahigen
Relationen, diese wirklichen Theile eines theilbaren Objectes sind
nur gewissen Verhiltnissen entsprechende concrete Bilder, deren
Existenz auf zufilligen, aus der specifischen Natur des bestimmten
Concreten hervorgehenden Bedingungen beruht. Jene allgemeinen
formalen Verhiltnisse, .deren Moglichkeit von der Beschrinktheit
unserer empirischen Anschauungen unabhiingig ist, und die. man,
insofern sie die Bedingung der Moglichkeit realer Verhaltnisse ein-
schliessen, transscendentale oder potentielle nennen kann, werden
auch nicht an realen Objecten, sondern an intellectuellen oder an

\
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Relationen solcher betrachtet werden miissen, wenn wir uns von der
Zufilligkeit des Wirklichen befreien wollen. Die Bedingung zur
Aufstellung einer allgemeinen Arithmetik ist daher eine von aller
- Anschauung losgeloste, rein intellectuelle Mathematik, eine reine
Formenlehre, in welcher nicht Quanta oder ihre Bilder, die Zahlen
verkniipft werden, sondern intellectuelle Objecte, Gedankendinge,
denen actuelle Objecte oder Relationen solcher entsprechen kon-
nen, aber nicht miissen.

§. 3.

Princip der Permanenz formaler Gesetze.

Es seien a, 4, c... irgend welche in der Anschauung vorhan-
dene oder mentale Objecte oder Relationen von Objecten, so kann
man sich etwa a und 4 auf irgend eine Weise rein begrifflich und
formal miteinander verkniipft denken und als Resultat der Ver-
kniipfung ein neues Object oder eine neue Relation ¢ ansehen, welche,
weil sie in allen weiteren Schliissen an Stelle der beiden Glieder
a, b, insofern sie verkniipft sind, treten kann, gleich der Ver-
kniipfung genannt werden soll. Geschieht jene Verkniipfung auf
gesetzmissige Weise, und unterliegt sie gewissen Regeln, so iiber-
sieht man von vornherein, dass zwischen den Resultaten verschie-
dener Verkniipfungen neue Beziehungen stattfinden konnen, welche
die Folgen der urspriinglich gesetzten sind, und aus letzteren durch
logische Schliisse abgeleitet werden konnen, die von der Natur der -
verkniipften Objecte ginzlich unabhéingig sind. Wie wir die Regeln
der rein formalen Verkniipfungen, d. h. ‘der mit den mentalen
Objecten vorzunehmenden Operationen definiren, steht in unserer
Willkithr, nur muss eine Bedingung als wesentlich festgehalten
werden: nidmlich dass irgend welche logische Widerspriiche in den-
" selben nicht implicirt sein diirfen. Um iiberzeugt sein zu konnen,
dass bei keiner irgend welchen Zusammensetzung der Verkniipfungen
ein solcher Widerspruch auftreten kann, werden wir die Regeln
selbst so unabhiingig von einander halten miissen, dass keine in die
andere iibergreift: wir werden uns auf die absolut zureichenden be-
schréinken miissen. '

Es ist klar, dass ein System von solchen mentalen Operationen
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aufgestellt werden kann, in welchem die Objecte und die Opera-
tionen, welchen sie unterworfen sind, ausreichend. und nicht mehr
als ausreichend definirt sind, wélches aber, da es ohne Riicksicht
auf irgend subordinirte actuelle Beziehungen aufgestellt ist, ohne
jede Interpretation seiner Resultate, und ohne Anwendung, ein
leeres bleibt. Um daher nicht in's Abstruse zu verfallen, -werden °
wir die Operationen mit mentalen Objecten solchen formalen Regeln
unterwerfen, dass sie die actuellen Operationen an anschaulichen
Objecten urnid den deren Verhiltnisse ausdriickenden Zahlen als
untergeordnete in sich enthalten konnen. Die gemeine Arithmetik,
die wesentlich mit einfachen gleichartigen Grossen operirt, und sich
als arithmetica numerosa der concreten Zahlzeichen oder auch als
arithmetica universalis oder speciosa concret allgemeiner Zeichen
(species nach ViETA) z. B. der Buchstaben bedient, hat uns vor-
stehends ein System von Regeln kennen gelehrt, welche in der
That den verlangten Charakter der vollkommenen Independenz
unter einander haben. Diese werden wir zum Leitfaden nehmen
und Operationen formal so bestimmen, dass die Resultate in die der
gewohnlichen Arithmetik iibergehen, wenn an Stelle der mentalen
Objecte, an denen operirt wird, solche in der Anschauung existi-
rende Objecte getreten sind, deren gegenseitige Relationen durch
gemeine Zahlen ausgedriickt werden.

Der hierin enthaltene hodegetische Grundsatz kann als das
Princip der Permanenz der formalen Gesetze bezeich-
net werden und besteht darin: Wenn zwei in allgemeinen Zeichen
der arithmetica universalis ausgedriickte Formen einander gleich
sind, so sollen sie einander auch gleich bleiben, wenn die Zeichen
authoren, einfache Grossen zu bezeichnen, und daher auch die
Operationen einen irgend welchen anderen Inhalt bekommen.

Dies Princip wird im Folgenden unsere Schritte leiten; es darf
aber in seiner Allgemeinheit nicht ohne Weiteres und iiberall ver-
wandt werden; wir werden es iiberall nur zur Definition der noth-
wendigen und hinreichenden Regeln, soweit diese von einander un-
abhéngig sind, anwenden diirfen. Jedoch werden wir uns durch
dasselbe nicht allzusehr beschriinken lassen, namentlich die Commu-
tativitdt unserer Operationen nicht unbedingt voraussetzen, da es
sich als wissenschaftliche Nothwendigkeit gezeigt hat, Operationen
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zu betrachten, welche allen Regeln der arithmetischen Multiplication
nur mit Ausnahme jener entsprechen.

Die rein formale Mathematik, deren Principien wir hier dargelegt haben,
besteht nach eben diesen nicht in einer Verallgemeinerung der gewshnlichen
Arithmetik; sie ist eine durchaus neue Wissenschaft, deren Regeln durch letz-
tere nicht bewiesen, sondern nur exemplificirt werden, indem die for-
malen Operationen, auf actuelle Zahlen angewandt, dieselben Résultate geben,
als die anschaulichen Operationen der gemeinen Arithmetik. I letzterer be-
stimmen die Definitionen der Operationen ihre Regeln, in ersterer die Regeln
den Sinn der Operationen, oder anders zn reden, sie geben die Anweisung zu
- ihrer Interpretation und ihrem Gebrauch.

Es hat die Formenlehre nicht allein den engen Zweck, die gewshnliche
arithmetica universalis mit ihren ganzen, gebrochenen, irrationalen, negativen
und imaginiren Gréssen zu erldutern und streng zu deduciren, sondern sie er-
weist sich mit ihrem Principe der Permanenz zugleich als eminent fruchtbar
fir den ganzen Organismus der Mathematik.

Es ist schwierig schon an dieser Stelle die ganze Wichtigkeit jenes Prin-
cipes nachzuweisen; doch mag wenigstens einiges hier angedeutet werden:

Die reine Theorie der complexen Zahlen beruht auf diesem Princip, das
uns zur Statuirung der an sich willkithrlichen Verkniipfungs - Gesetze solcher
einen Leitfaden liefert. Der Unterschied der complexen Zahlensysteme be-
ruht auf particuliren, neben den allgemeinen Gesetzen zulissigen Bestim-
mungen, in denen eben der Charakter des Zahlensystemes ausgesprochen ist.
Doch kimnen wir auf weitere allgemeine Erorterung dieses Punktes hier um
50 leichter verzichten, als das ganze vorliegende Werk seiner Entwickelung
gewidmet ist.

Aber noch mehr: Man kann auch auf riumliche Objecte (Punkte, Strecken,
Flichen- und Kérperriume) Operationen anwenden, welche denen der ge-
meinen Arithmetik entsprechen, und die sich in iiberraschender Weise den
natirlichen Gesetzen riumlicher Transformationen und Bewegungen an-
schliessen.

Auch die Mechanik ist der reinen Formenlehre untergeordnet, insofern
ihre Objecte (Krifte, Kriftepaare, Momente) nicht allein ihren Operationen
unterzogen werden konnen, sondern auch in diesen der natiirliche, nothwen-
dige Ausdruck mechanischer Beziehungen (Zusammensetzung von Kriften,
Kriftepaaren, in der Ebene und dem Raume) gefunden wird.

So erweisen sich denn, wie der Verlauf unserer Entwickelungen im Ein-
zelnen darthun wird, die formalen Gesetze, wie sie die arithmetischen Opera-
tionen zeigen, als von weitreichender Bedeutung; das Princip der Permanenz
nicht als ein specielles oder nur hodegetisches, sondern als ein met&physmches,
das mit unserer ganzen Anschauung auf das engste verknipft ist; die formale
Mathematik aber, zu der wir von jenen Elementaroperationen durch dieses
Princip aufsteigen, als eine fundamentale Bisciplin, welcher ebensowohl die
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Lehre von der Verkniipfung der Grossen in abstracto, als derer in der réum-
lichen Anschauung, als der inechanischen Grossen subordinirt ist.

Wir haben bisher nur von dem Beharren der arithmetischen Formeln
gesprochen. Doch miissen wir hier schon aufmerksam machen auf den allge-
meinen Werth, den das Princip der Permanenz formaler Gesetze als ein metho-
dologisches fitr die ganze Mathematik hat: Ist ein complexes Zahlensystem, z. B.
das gemeine gegeben, dessen Zahlen a == A + B¢ sind, so kann man innerhalb
desselben gewisse Operationen vornehmen, z. B. aa, aaa, aagaa,... die man
mit a2, a3, a*... bezeichnet, wo dann, so lange M, N ganze positive Zahlen
sind, die Gleichung

a¥ gV — g¥+ XN
stattfindet. Dies Gesetz, rein formal betrachtet, hat man nun auf alle mog-
lichen reellen Werthe von M und &V auszudehnen versucht, und gelangte so

zu der Bedeutung von 2-1, a-%. ., a* , a‘} ... Der Fortschritt der Wissen-
schaft verlangte dann aber eine Erweiterung des Begriffes der Potenzirung
auf complexe Exponehten; eine Aufgabe, die seit der Mitte des vorigen Jahr-
hunderts unendlich oft angegriffen und mit mehr oder minderer Klarheit be-
handelt wurde, deren endliche, vollkommene Lésung aber erst ABeL gab, in-
dem er obiges formales Gesetz als Functionalgleichung zur Definition der
Potenz mit complexen Exponenten erhob,

In hnlicher Weise ist man neuerdings von der entsprechenden Gleichung
aus zur Aufstellung des Begriffes negativer, gebrochener Differentiationen
gelangt; andere Operationen, welche zunichst auch nur fiir ganzzahlige Ver-
anderliche Bedeutung zu haben schienen, z. B. die numerischen Facultiten,
sind von anderen Gleichungen aus erweitert worden. Immer ist die Permanenz
formaler Gesetze der leitende Grundsatz; die Erfindung ist iiberall nur inso-
fern selbststindig, als sie dleJemgen Gesetze auszuwihlen hat, die man fir
permanent erklirt.

Solche formale Gesetze, die von den gemeinen arithmetischen immerhin
ganz verschieden sein mégen, konnen nun einer besonderen propideutischen
Untersuchung unterworfen werden, die ginzlich von der actuellen Bedeutung
der Operationen abstrahirt, und es wird sich dies besonders dann als zweck-
missig erweisen, wenn dieselben Gesetze mit verschiedenem Inhalte mehrmals
in verschiedenen Disciplinen wiederkehren. Diese formale Mathematik wiirde
dann mit der unter dem Namen des ,calculus of operations* oder ,.symbols*
besonders von den Englindern in letzter Zeit mit specieller Vorlicbe ge-
pflegten Disciplin zusammenfallen. Hieranf und auf den Nutzen, welchen
dieser Calcul der Theorie der Functionen leistet, naher emzugehen, hegt nicht
in dem Zwecke des vorliegenden Werkes.

Historisches. Dass an Stelle des absoluten Grossenbegriffes, mit dem
die Arithmetik ausschliesslich operirt, ein allgemeinerer treten miisse, ist
sthoq so lange als Nothwendigkeit anerkannt und mit grosserer oder geringerer
Entschiedenheit ausgesprochen worden, als sich die imaginiren Gréssen in
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der Algebra und Analysis eine gesicherte Stelle errungen haben. Aber auf
welch’ wunderliche Weise man das Bediirfniss befriedigen zu kénnen glaubte,
mag unter zahllosen Beispielen, die sich hier beibringen liessen,.nur an der
von CaucHY (Analyse algébrique, 1821,\S. 173 ff.) aufgestellten und sehr allge-
mein verbreiteten Theorie des Imaginiiren dargethan werden:

»En analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute
combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-méme, ou &
laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit naturellement
avoir. On nomme de méme équations symboliques toutes celles qui, prises
2 la lettre et interprétées d’aprés les conventions généralement établies, sont in-
. exactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire des résultats
exacts, en modifiant et altérant selon des régles fixes ou ces équations elles-
mémes, ou les symboles qu'elles renferment.... Parmi les expressions ou
équations symboliques dont la considération est de quelque importance en ana-
lyse, on doit sur tout distinguer celles que I'on a nommées imaginaires.*

Sollte man eine Kritik dieses Raisonnements gebe'ﬁ, man wiisste in der
That nicht, wo anfangen. Da soll etwas ,,was nichts bezeichnet“, oder ,was
etwas anderes bezeichnet, als es naturgemass bezeichnen sollte“, etwas ,,Un-
sinniges* oder ,,Ungenaues*, it anderem derselben Art gepaart, Reelles er-
zeugen. Da sollen ,algebraische Zeichen* — sind dies Zeichen fiir Grossen-
oder wofiir? denn etwas muss doch ein Zeichen bezeichnen -- mit einander
combinirt werden auf eine Weise, die ,,nichts bezeichnet.“ Ich glaube nicht zu
viel zu sagen, wenn ich dies ein unerhértes Spiel mit Worten nenne, das der
Mathematik, die auf die Klarheit und Evidenz ihrer Begriffe stolz ist und stolz
sein soll, schlecht ansteht. Wenn nun auch, vermoge der eigenthiimlichen
Natur der mathematischen Methode, die in ihrer Entwickelung selbst das
Correctiv fiir die in den allgemeinen Begriffen begangenen Fehler und Unklar-
heiten tragt, die weitere Exposition CavucaY’s in ihren Resultaten richtig ist,
s0 muss doch jenes Gaukelspiel, welches durch die Phrase ,,symbolisch* nur
nothdiirftig verdeckt wird, fort und fort stérend eingreifen, wie er denn (8. 175)
wiederum ausdriicklich erklart: ,,L’équation
cos(a+b) + J —1sin (a+b)=(cosa + ' — 1 sin a) (cosb + ) —1sin b)
elle-méme, prise & la lettre, se trouve inexacte et n’a pas de sens“ u. s. w.

Die Begriindung der Rechnungsoperationen wird von ihm folgendermassen
gegeben: ,,Supposons que 'on multiplie I'une par lautre les deux expressions

_(cos a4y —1sina), (cosb 4 y/— 1sin 3), en opérant d’aprés les régles
connues de la multiplication algébrique, comme si /' — 1 était une quantité
réelle dont le carré foit égal & — 1. (S.174) ,,Les expressions imaginaires
‘peuvent étre soumises, aussi bien que les quantités réelles aux diverses opérations
de Palgébre* (8. 177) u. 8. w. Ob dies aber willkthrlich, oder nothwendig,
und ob es erlaubt ist, dariiber erfihrt man nichts. Eben so oberflichlich als
hier das Imaginiire behandelt Caucay das Negative in der ersten Note der
Analyse algébrique.
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Man begreift, dass es hier, wo nicht eine Geschichte der Metaphysik der
mathematischen Grundbegriffe geschrieben werden soll, nicht méglich ist, auf
die zahllosen Darstellungen einzugehen, welche sich von den Begriffen der
Zahl, des Negativen, Imaginiren und ihrer Rechnungsoperationen in den Lehr-
bitchern finden. Fast jeder einigermassen selbststindige Autor hat diese
Schwierigkeiten, welche eine griindliche Darstellung jener Begriffe in den Ele-
menten hat, gefithlt und sie auf unendlich mannigfaltige Weise zu itberwinden
gesucht.

Nachdem ich den Weg, den ich in diesem Werke' eingeschlagen habe, als
den einzigen wissenschaftlich geniigenden erkannt hatte, habe ich es mir an-
gelegen sein lassen, zu ermitteln, wie weit derselbe schon von anderen ange-
zeigt worden sei. Meine Ausbeute ist nicht gross gewesen:

In England, wo man Untersuchungen iiber die Grundprineipien der Mathe-
matik stets mit Vorliebe gepflegt hat, und wo selbst die bedeutendsten Mathe-
matiker es nicht verschmiht haben, in gelehrten Abhandlungen sich mit ihnen
zu beschaftigen, ist als derjenige, welcher die Nothwendigkeit einer formalen
Mathematik zuerst mit Entschiedenheit erkannt hat, der von seinen Lands-
leuten sehr geschatzte Cambridger Gelehrte GEorsE PEAcOCK zu nennen. In
seinem interessanten Report on Certain Branches of Analysis (in dem III. Re-
- port of the British Assoc. f. the Advanc. of Science, London 1834, 8. 185), ist
das Princip der Permanenz freilich einerseits zu eng, andererseits ohne die
- nbthige Begriindung aufgestelit. Die Werke, in denen er dasselbe weiter aus-
geftihrt hat, die Arithmetical Algebra (Cambridge'1842) und die Symbolical
Algebra (ebenda 1845) kenne ich ebensowenig wie die einschlagenden Abhand-
lungen von'AveusTus DE MoRreaN ,On the Foundation of Algebra® (Cam-
bridge Phil. Transact. T. VII, pt. 1I, 1841 und 1II, 1842; VIII, pt. II, 1844 und
III, 1847). Ueberhaupt ist mir von der zahlreichen Literatur, welche eine von
Pracock ausgehende Cambridger Schule itber die von jhnen sogenannte ,,8ym-
bolische Algebra“ hervorgebracht hat, nur noch eine kurze Abhandlung von
D. F. Grreory ,,On the Real Nature of Symbolical Algebra“ (Trans. Roy. Soc.
Edinburgh. Vol. XIV, 1840, S. 208) zuginglich gewesen. '

In Deutschland hat eine rein formale Darstellung der arithmetischen
Operationen M. Oxu in der ersten Auflage seines ,,Versuchs eines vollkommen
consequenten Systems der Mathematik 1822 gegeben, die er dann in der
zweiten Auflage von 1828, ohne seine Meinung dariiber zu éndern, ,dass nur’
dieser Weg logisch strenge und also allein der vollkommene Ueberzeugung ge-
wahrende ist*, zu Gunsten einer grosseren Popularitit, so umgestaltet hat,
dass er von dem gewdhnlichen Zahlenbegriff ausgeht und denselben tberall
vermischt mit dem der formalen Operationen anwendet. Dadurch aber hat,
ganz abgesehen von der bekannten Pedanterie und Weitldufigkeit in den
Schriften Oum’s, die ganze Darstellung eine hochst unerguickliche Zwitter-
gestalt angenommen.

In dhnlicher nur noch minder strenger Darstellung taucht der Gedanke
Onx’s in deutschen Lehrbiichern hie und da auf, aber ohne dass er meines
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Wissens irgendwo so consequent durchgefiihrt ist, als dies bei den Englandern
muthmasslich geschehen ist. Man hat sich eben nie entschliessen konnen, die
Formenlehre ohne den Zahlbegriff zu behandeln, sondern tiberall ihre Sitze
aus der gemeinen Arithmetik be wiesen. Bei einer streng wissenschaftlichen
Behandlung geht aber dies nicht an, vergl. §. 10 und 11.

Der Gedanke, eine reine Formenlehre der Gréssenlehre vorangehen zu
lassen und letztere aus dem Gesichtspunkte der ersten zu betrachten, so
wichtig er auch fiir die Begriindung und die structive Gliederung des Gebaudes
der Mathematik sein mochte, war so lange fiir den weiteren Aufbau derselben
ohne wesentlichen Werth, als man sich nur darauf beschrinkte, ihn aus-
schliesslich zum Beweise von Sitzen zu verwenden, die nicht allein schon
lingst bekannt, sondern auch sattsam, wenn auch so zu sagen nur empirisch,
begriindet ware® KErst H. Grassmans hat diesen Gedanken mit wahrhaft
philosophischem Geiste ergriffen und von einem umfassenden Gesichtspunkte
aus betrachtet. In seiner ,Linealen Ausdehnungslehre ein neuer Zweig der
Mathematik* 1844 hat er auf ihn eine Wissenschaft gegriindet, welche sich
ganz allgemein mit abstracten, extensiven, stetigen Grossen, als deren concrete
Bilder die raumlichen Figuren (Strecken, Flichen, Korperriume) erscheinen,
und mit deren Verkniipfung, beschiftigt. Die rein formalen Verkntipfungs-
gesetze, die man nach dem hergebrachten Ausdrucke arithmetische Opera-
tionen nennt, finden hier ihr reales, aber abstractes Substrat, und, wenn man
sie geometrisch veranschaulicht, ihre concrete reale Bedeutung. Die schonen
in diesem Werke niedergelegten Ideen haben eine weitere Ausbildung und
Verwendung erhalten in Grassmann’s Leipziger Preisschrift ,,Geometrische '
Analyse, gekniipft an die von Le1BN1z erfundene geometrische Charakteristik«
1847 und in seiner ,,Ausdehnungslehre* von 1862. In letzterem Werke ist
die Darstellung eine andere geworden, indem er hier die riumlichen Gebilde
durch complexe Zahlen darstellt, derex Einheiten die den geometrischen
Operationen entsprechenden Verkntipfungsgesetze zeigen. Mochte die Dar-
stellung in dem ersten Werke durch ihr allerdings durchaus sachgemisses
philosophisches Gewand und die ungewohnte Form der Operation mit Grissen,
welche den Charakter der einfachen in der Arithmetik gebriuchlichen Gréssen
nicht haben, einigermassen abschrecken, so ist im letzten Werke die dem
Mathematiker gewohnte Form eingehalten. Wenn trotzde91 die Unter-
suchungen des geistreichen Forschers die Anerkennung nicht gefunden haben,
die sie verdienen und die jeder, der sie kennt, ihnen zollen muss, so ist
dies, meines Erachtens, hauptsichlich dem Umstande zuzuschreiben, dass ihr
Verfasser allen Sitzen sogleich die allgemeinste Form (in Bezug auf » Dimen-
" sionen) gegeben, dadurch aber die Uebersichtlichkeit und das Verstand-
niss ungemein erschwert hat. Wo wir im Folgenden GrassMANN’s complexe
Zahlen und ihre Operationen darzustellen haben, werden wir den S#tzen eine
anschauliche, geometrische Gestalt geben, die in der That die wesentliche All-
gemeinheit nicht beeintrichtigt.

Die Anwendung der Principien der allgemeinen Formenlehre auf einfache,
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durch Setzung eines und desselben Objectes entstandene Grossen zeigt Grass-
MANN in seinem ,Lehrbuch der Arithmetik fiir hohere Lehranstalten (Ber-
lin 1861). '

 Auch Sir WiLLiam Rowan Haminton hat sich (Theory of 'conjugate
Functions or Algebraic couples; with a Preliminary and Elementary Essay on
Algebra as the science of Pure Time, Trans. of the Royal Irish Acad. Vol.
XVIL. Part II. 8. 293. Dublin 1835, sowie in der Vorrede zu seinen Lectures
on Quaternions, Dublin 1833) sehr eingehend mit der Begriindung der Algebra
beschaftigt. Er betrachtet die Algebra ,,as being no mere Art, nor Language,
nor primarily a Science of Quantity, but rather as the Science of Order in
Progression. Als Bild eines solchen Fortschrittes erscheint ihm die ideale,
von allen Beziehungen von Ursache und Wirkung abstrahirte Zeit, da sie die
reine Anschauungsform des inneren Sinnes nach Kanr (Kritik der reinen Ver-
nunft, in der Ausg. v. RoseNgraNz und Scuuserr, II. Bd., 8. 40) sei, besser ge-
eignet als der Raum, die Anséhauungsform des ausseren Sinnes, insofern der
Begriff des Vergangenen, Gegenwirtigen und Zukiinftigen frither in dem Geiste
entstehe, als der des Vorwarts und Riickwarts im Raume; die Algebra ist ihm
die Wissenschaft von der reinen Zeit.

Gelangt er so zu den Begriffen der reellen Zahlen und ihrer Verkniipfungen,
so geht er dann zu Paaren, Ternionen, Quaternionen u. s. w. solcher Zahlen
iiber und hat deren formale Verkniipfungen und die verschiedenen dabei vor-
handenen Moglichkeiten ausfiihrlich untersucht (s. Vorrede zu den Lectures
S. 8—30). Die Auffindung von entsprechenden Verkniipfungen riumlicher
Gebilde hat ihn auf seine Quaternionen gefithrt. —

Wenn nun hienach der Gedanke, die allgemeine Arithmetik und Algebra
unter dem hoheren Gesichtspunkte einer formalen Mathematik, zu der das
Princip der Permanenz ihrer formalen Gesetze fiihrt, anzusehen, nicht absolut
neu ist, so darf doch die ganze Art und Weise, in der ich denselben fiir die
elementarsten und #ltesten Theile der Mathematik ebensowohl wie ihre
schwierigsten und neuesten Theorieen fruchtbar gemacht und systematisch
durchgefiihrt habe, als neu und selbststindig bezeichnet werden.

" Hankel, complexe Zahlen. . . 2 -



ZWEITER ABSCHNITT.
Allgemeine Formenlehre.

i . . §. 4.
Algorithmus associativer Rechnungsoperationen ohne
Commutation.

Es sei eine Anzahl von Objecten a, &; ¢, d . . . gegeben, welche
gewissen Verkniipfungen, deren formale Eigenschaften im Folgen-
den der Reihe nach festgesetzt werden, in gleicher Weise unter-
worfen werden sollen.

Es bedeute 4 (a, &) eine Verkniipfung von @ und 4; und etwa
. ¢ das Object, welches aus der vollzogenen Verkniipfung resultirt,
so dass 4 (a, &) = c gesetzt werden kann. Diese Verbindung A (a, 8)
soll so beschaffen sein, dass, wenn man auf geeignete Weise das
sich als Resultat ergebende Object ¢ mit & thetisch verkniipft, da-
durch das andere Glied der Verbindung « mit Nothwendigkeit
wieder erhalten wird. Bezeichnet man diese letztere Verkniipfung
mit @, so spricht @ (¢, b)) = a oder

Ot (a8),tl—a ()
diese Annahme in Zeichen aus und enthélt zugleich eine Definition
dieser thetischen Operation @ aus jener A, die wir als die
lytische bezeichnen. '

Ich bemerke sogleich, dass wir in diesem §. iiberall die lytische
und thetische Operation, auf welche Objecte sie auch angewandt
seien, als moglich und eindeutig voraussetzen wollen, d. h. wenn
a, b gegeben sind, so soll @ (a, b) ebenso wie A (a, ) nur eine
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einzige Bedeutung haben, so dass alle Objecte, welche etwa fiir
das Resultat dieser Verbindungen gesetzt werden diirfen, unter sich
vollkommen gleich sind, sich also, der Definition des Gleichen zu-
folge, iiberall vertreten konnen.

Man kann hieraus sogleich Folgerungen ziehen: Wire nim-
lich A (a, 8) = A (', b), ohne dass @ = a', so wire auch:

6 {l (a, b)’ b} =6 {}" (@, b), b}

da aber O {A (a, 8), b} =a, O (a', b), 8} = a', s0 ist dies un-
moglich. A

Aendert sich also a in A (a, b) bei constantem &, so dndert sich
nothwendig auch das Resultat der Verkniipfung.

Die Gleichung 4 (z, &) = a hat hienach nur Eine Auflosung,
die man findet, wenn man beide Seiten mit & thetisch verkniipft:  ~

O (,8), 8 =0 (q, b)
also x = @ (a, b), wodurch man die Identitit: . )
. A{@(a,0), b} =a )
erhilt. Hieraus geht weiter hervor, dass wenn
0 (e, b)y=0(a,d)
auch nothwendig ¢ = a’ sein muss. Denn wire dies nicht der
Fall, so hitte man aus der Gleichung '
A {@ (a,8), 8} =12 {@ (a’, &), 8}
das widersinnige Resultat ¢ = a’.

Aus obiger Voraussetzung, der Eindeutigkeit der lytischen und
thetischen Operation folgt also, dass wenn sich in A (a, 4) und
O (a, ) das erste Glied dndert, wihrend das zweite constant
bleibt, sich auch gleichzeitig das Ergebniss der Verkniipfung #in-
dert, also aus jeder dey Gleichungen :

i@ 5 =1(a,8), O(ab) =65
stets a =— o’ geschlossen werden kann. '

Nimmt man statt der obigen Voraussetzungen an, dass die
Operation @ (a, &) eindeutig ist und die Eigenschaft hat, dass sich
ihr Resultat jedesmal dndert, wenn sich ihr erstes Glied 4ndert, so
kann man hieraus, die beiden Eigenschaften der entsprechenden
lytischen A, eindeutig zu sein und sich zu veréindern, wenn sich ihr
erstes Glied dndert, ebenso leicht ableiten :

2%
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Angenommen néamlich, es wire 4 (a, b) vieldeutig, d. h. es gibe
mehrere unter einander verschiedene Objecte, welche 4 (q, 4) in den
Formeln vertreten konnten, so seien c, ¢’ zwei solche; dann wire:

O (a,8), =0 (c,b) =0 (c, ) =a.

Nach.der Annahme, dass @ (c, ) = @ (¢, b) nur sein kann, wenn
¢ = ¢, folgt die Eindeutigkeit der 4 Operation und daraus weiter
.das Gesetz, dass sich 4 (a, &) jedesmal mit a dndert.

- Zur Erlauterung dieser Bemerkungen nehmen wir die gemeinen reellen
Zahlen und ihre Rechnungsregeld hier als bekannt an. Dann kann man z. B.
6 (a, b) = a + b setzen, wo beide eben angenommene Eigenschaften erfillt
sind. Dann ist 1 (a,4) =a — b; denn es ist @ (i (a, b), b)=0 (@ — b, b) =
(@ — b) 4+ b = a wie verlangt, und in der That ist 4 eindeutig. Setzen

wir ferner @ (a, b) = a & so ist 4 (@, ) = 'Z Da erstere Operation, wenn
a, b gemeine Zahlen sind, eindeutig ist und sich im Allgemeinen das Product
andert, wenn sich ein Factor andert, so hat auch : dieselben Eigenschaften.
Da aber das Product diese Eigenschaft nicht hat, wenn 4 =0, indem a.0 =0,

a'.0 = (), so ist auch die umgekehrte Operation namlich % nicht eindeutig.

Ist etwa ferner O (a, b) = (a b)?, soist 1 (a, b) = VTa da & (4 (a, b), d) =

6 (4‘, b) = a; es ist aber 1 (a, b) zweideutig, weil sich in dem eindeutigen

Resultate © (a, b), das @ #ndern, nadmlich in dag entgegengesetzte iibergehen
kann, ohne dass sich das Resultat indert.

Ist © (a, b) — a®, 80 ist @ (¢, b) =c® = a wenn ¢ =i (a, b); aus

. loga
¢d = ¢Plvec = g folgt aber ¢ — A (a, ) — ¢ ® eine bekanntlich unendlich
vieldeutige Zahl; dies steht damit im Zusammenhange, dass a® sich nicht
jedesmal éndert, wenn a einén anderen Werth annimmt, sondern unverindert
’ 2ni !
bleibt, wenu es den Factor ¢ ® erhalt.

-

Es mag hier sogleich bemerkt werden, dass es, allgemein zu reden, zu
jeder thetischen Operation & (a, b) jedesmal zwei lytische gibt; die eine
l6st die Aufgabe 6 (z, b) = a, die andere @ (b, ) = a; die eine ist wenn

loga

O (a, b) =e® o8 2 gesetat wird z —e ® , die andere x = iz—i——:. Beide konnen

nur zusammenfallen, wenn O (a, b) = 6 (b, a).
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Unter Voraussetzung der Eindeutigkeit beider Operationen{
hat man neben

OfA(a,b),b}=0a €))
" wie schon gezeigt, die andere Gleichung:
{0 (a, b), )} =a @)
Wir setzen ferner die associative Eigenschaft voraus, d. h. dass:’
O [a, O (5, )] = O[O (a,'d), c] 3
sei, wo man dann, ohne Zweideutigkeit hiefiir: A
=0 (a, b ¢
schreiben darf. Dann ist: ’

0} [a’ (0 (b, Cy d)] =0 [0, 6 {@ (b) 0)1 d}]
=@[O{aa O (4 c)}a d] =@[a1@(b °), d]
=0]q 0 {6 O (c, d)}] =06[0 (a, b), © (Ca d)]
* so-dass man hiefiir wiederum:
= 0@ (a, b, ¢, d)
schreiben darf, womit man ausdriickt, dass man immer, und in
- ganz beliebiger Weise zwei aufeinanderfolgende Objecte paarweise
thetisch zu verbinden hat; dann wieder zwei solche u. s. £ Gilt

also das associative Princip bei 3 Gliedern, so gilt es auch bei 4
und iiberhaupt allgemein.

Als Beispiele durchaus eindeutiger Thesen, welche associativ sind, kénnen
~ die Addition und Multiplication dienen. Als Beispiele solcher, welche es nicht

sind, z. B. 8 (a, ) = 9—';;1’; denn dann ist & (8 (a, b),c) = 6 (“%b, c)

b4 2 b4 ¢ 4 b
=a+4+ c,O(a,,Q(bc))— (, ;L)= a+2+6'.
Aus den gemachten Vora,ussetzungen lassen sich nun eine Reihe
von wichtigen Transformationen herleiten:

Setzt man
x =@ [a, A (b, ¢)]
so hat man nach (3)
@ (-’B, c) - @,@ [a’ Z' (b (’)]1 ‘} - @{aa 0] [)' (b ‘)1 C]}
und da.her nach (1) -
(x) 0) = @'(ar b)
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also
A[@ (z,¢), c] =21[0 (a, b), ]
oder nach (2) & = ’
o [a$ A (67 c)] =14 [O (a') b)) c]
Setzen wir ferner:
w=11[A(q, b), ]
so hat man nach (1)
O(z,c)=0 {l [A' (a, 8), c]’ c} =1(a, b)
also wieder nach (1) ,
O[O (z,c),bl=ua
oder nach (3) ) :
Oz, 6 (cb)]=a
und somit nach (2): x =
A [a‘i O (g b)] =1 [l' (a, 8), c]
Man hat ferner, wenn ‘
z=1[0 (a, ¢, 8]
gesetzt wird, nach (1)
O («, ) = @ (a, c)
und nach (2)
‘ A0 (z, b), c] =a
daher nach (4) o :
 AO@ ) =0} =0
und somit erhélt man nach (2), = '
Ala, 2 (b, )] =4[O (a, c), 8]
eine Gleichung, welche mit (4) zu: . )
1[0 (a o) 8] =4 [a, 2 (b, o) = O [4, 4 (¢, b)),

(4)

®)

(6)

(4, 6)

vereinigt werden kann und. wo, wie in (5), die Vertauschung der
Ordnung von ¢ und 4 im mittelsten Gliede wohl zu beachten ist. —

Wir haben es oben als eine nothwendige Folge der voraus-
gesetzten Eindeutigkeit der lytischen und thetischen Verkniipfung
kennen lernen, dass sich @ (a, 0), 4 (a, &) indern muss, wenn sich
das Vorderglied a #ndert, wihrend das Hinterglied & constant
bleibt. Wir nehmen jetzt weiter an — und, nennen diese ganze
Voraussetzung die der vollkommenen Eindeutigkeit —, dass
auch, wenn in @ (a, 4) sich das zweite Glied sndert, wihrend das
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erste unverindert bleibt, sich das Frgebniss der Verkniipfung
dndere; dass man also aus @ (u, &) = @ ( y, b) immer auf 6 = 4
schliessen diirfe. . .

Eine nothwendige Folge hievon ist, dass, wenn A (e, §) =
A (a, b) = yu also

Of(a,b),l}=0qa, Ol (a,¥)b}=0a

oder O (1, 8) =06 (u, ),
auch nothwendig 4 == &’ sein muss, sich also auch das Resultat der
lytischen Verbindung &ndert, wenn das zweite Glied ein anderes
ist, wihrend das erstere constant bleibt.

Wir nehmen nun an, dasses ein Object », den Modulus der
Operation gibt, welches mit jedem Object a thetisch verkniipft,
dasselbe wieder als Resultat ergibt, so dass:

O (an=a ) (7
Dann hat man nach dem associativen Princip
4 G la, O (n, c)} = O {0 (a, n), = O (a, c)
und nach der vorausgesetzten Eindeutigkeit :

’ O(nc)=c (8)
so dass die Ordnung, in der man den Modul mit dem Objecte ver-
bindet, fiir das Resultat gleichgiiltig ist.

Ferner findet man:

A(e,n)=a ‘ ©
denn es ist nach (1) )
Of(a,n),nj=a
und nach (7)
A(@,n=0{(an),n=c0
Aus (2) erhilt man ferner fir a == :
A[@ (n, 0), 8] =n
und da @ (n, b) =5
A(b,b)=n (10
so dass der Modul durch die lytische Verkniipfung irgend eines
Objectes mit sich selbst, erhalten wird. '

Wihrend sich @ (b, »), @ (n, 4), 4 (b, n) einfach auf 6 redu-

cirten, ist dies mit A (n, &) nicht der Fall. Wir schreiben:
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X (n, b) =20, )]
und nennen &, das zu 6 inverse Object, 4 aber das directe. Dann
lasst sich zeigen, dass das zu 4, inverse Object wiederum b ist, also
b, und & in dem contriren Gegensatze des directen und inversen
stehen (vergl. §. 17). Man hat ndmlich aus (6) fiir a = n, b = u:

A[n, A (n, )] = A [O (n, c), n]
also da nach (8) und (9) 4 [@ (n, ¢), n] = A (¢, ) = ¢ und nach
(11) A [n, & (m, ©)] = ATn, ca] = (ca), ist:
, * (e, =¢ (12)
Durch Einfihrung dieses Zeichens lisst sich ausserdem jede
lytische Verkniipfung in eine thetische und umgekehrt verwandeln.
Denn man hat fiir 5 = = aus (4):
0 [g, A (n, c)] =4[O (a, n), ]
oder A (a, ¢) = O (a, c.) (13)
und aus (6) fir &6 = n: :
Ala, & (n, ¢)] = A [O (a, c), n] _
oder O (a, ¢c) = A (a, c,) (14)
Aus der Gleichung (4, 6) ’
Aa, A (b )l = O [a, & (c, 8)]
ergibt sich noch fiir a = n, dass
LG k=18 - (15)
und aus (5) fir a = n: 4 ' ‘
[0¢ Oh—0(enb) (16)

Mit Hilfe dieses Begriffes des Inversen lassen sich jetzt die Gleichungen
4, 5, 6 so schreiben: Es ist

G [a'r A (b; C)] =86 [a’ 6 (b, cﬂ)]
. i [9 (a, b), c] =6 [9 (a, B), L‘,.]

also gibt (4):
6 [a, 6 (b, cn)] = 6 [6 (a, b), ¢a]
Ebenso gibt (5) .
6 [a, 6 (bn, )] = 6 [6 (a, bn), |
und (6) -

6 [a, 8 (c, bn)] = 6 [6 (a,c), bu]

“und sie sind somit nur Darstellungen des associativen Princips bei der Ver-
kniipfung directer und inverser Objecte.
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8. 5.

Algorithmus associativer Operationen mit Commutation;
Bildung der inversen Objectenreihe.

Ist bisher das Resultat der Operation @ (a, ) von @ (4, «)
als verschieden angesehen worden, so steht doch dem nichts ent-
gegen, dass wir neben den Festsetzungen des vorigen §. noch die
machen, dass jederzeit

O (a, b) = 0O (b, a).
Die anderen Formen, welche man dadurch den Gleichungen des
vorigen §. geben kann, indem man z. B. statt (1) und (2)
Op,A(ad}=a @1*) .
2{® (b, a), b}=a N 4
schreibt, fiihren wir der Leichtigkeit wegen, mit der sie sich er-
geben, hier nicht weiter an. Nur eine wesentlich neue Gleichung
mag hier erwéihnt werden:
Setzt man ndmlich
Aa, A (b, ) ==
so hat man nach (5)
Az, c)=121[A{a, A (b c)}, c] =4 [a, B c, A (4 )]
Aus der durch Commutation erhaltenen Gleichung (1*) hat man
Ole,A (b, =05
also 4 (z, ¢) = 4 (a, &) und daher & = .

Aa, 2 (b )} =0 (a ), d (6%
eine Gleichung, welche neben (6) gesetzt werden kann, abet eine
ausdriickliche Folge der Commutativitat ist — welch letztere Vor-
aussetzung in den weiteren Untelsuchungen dieses §. immer fest-
gehalten werden soll. .

Wir haben im Vorstehenden iiberall die unbeschrinkte Aus-
fihrbarkeit aller Operationen vorausgesetzt, d. h. angenommen,
dass es in dem betrachteten Gebiete von Objecten jedesmal ein Ob-
ject gibt, welches als Resultat der Operation angesehen werden
kann, und insofern mit den in die Operation eingehenden Objecten
gleichartig ist, als es mit letateren oder auch mit anderen aus #hn-
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lichen Operationen hervorgehenden Objecten nach denselben, ein-
mal festgesetzten Regeln verkniipft werden kann.

Nicht iiberall aber ist das Gebiet von Anfang an so ausge-

dehnt; vielmehr werden wir Fille kennen lernen, in welchen die
auf eine Reihe von Objecten angewandte thetische Operation aller-
dings jederzeit ein Object derselben directen Reihe liefert, wihrend
die Lysis nur in gewissen Fillen zu einem solchen fiihrt, in anderen
aber nicht, somit in gewissem Sinne unausfiihrbar ist, und erst
ausfiihrbar wird, wenn man sich zu der gegebenen Reihe von Ob-
jecten eine inverse hinzudenkt, die entweder transscendental oder
in der Anschauung construirbar ist.—
. Wenn a, & Objecte der urgpriinglich gegebenen Reihe bezeich-
nen, so wird 4 (a, 5) ein Object dieser neuen Reihe oder auch unter
bestimmten Bedingungen eines der urspriinglichen Reihe darstellen.
Im letzteren Falle weiss man nach vorstehenden Regeln mit 4 (a, 5)
zu operiren, es lasst sich dies 4 (a, 4) mit anderen Zeichen 1 (c; d)...,
welche der urspriinglichen Reihe angehoren, associativ verkniipfen.
Géhort aber A (a, 5) dieser alten Reihe nicht an, so ist es zu-
néchst unbestimmt, wie dasselbe iiberhaupt mit anderen Objecten
4 (¢, d)..., welche ebenfalls in der alten Reihe nicht vorhanden
sind, oder auch mit denen der alten verkniipft werden solle. Hier
tritt nun das Princip der Permanenz der Formen ein, indem es uns
auffordert, die neuen Verkniipfungen so zu definiren, dass sie den-
selben formalen Bedingungen geniigen, als die der urspriinglich
gegebenen Objecte.

Aus (4) des vorigen §. findet man, wenn alle vorkommenden
lytischen Verkniipfungen Objecte der alten Reihe sind: '

O [4(a, ), 4 (G D=24[6@ (4 ?0), c), d]
" Vermoge der Commutativitit und nach (4) hat man:
O4(a,8),c)=0(ci (a b)) = l 6 (¢ a), b).

und daher: ,
@O [A(a, 8), A(c, D) = 4[4 (O (c, a), ), d]

Nach (5) aber ist: .
1028 (c.a) 6) d) — A (6 (c, @), O (4, B)]

also schliesslich o ,
O (2 (a, b), A(c, d)]=12[0(a 0), O (5 d)] @)
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Diese Gleichung nun wollen wir auch im Falle, dass die Ver-
kniipfungen A (a, ), A (c, &) nicht beide Objecte der alten Reihe
sind, als Definition ihrer thetischen Operation ansehen.

Aus derselben folgt sofort die Commutativitat, denn es ist .

O (cd),A(ab)]=1[0(c,a)@?0) -
ferner auch die Associativitit: denn es ist

6 (B[A(a,8), A(c, )}, A(esf)) = OA[O (a, ), B (6, d)] (e, f))
=4 (0[0 (q,c), e, O[O (b d),f])
und = {9 (a, Cy e)» (0 (b’ d’ f)}

(1 (2,8), 0[A(c;d), A6 /)]) = 6 (A (% 8), A[O(c, 0), O (& ]) «
" =121(0[a, 0(ce)) O[5 0@, )
=1{0 (& ¢, ¢), O (5 & 1)}

Dass die Thesis zweier Objecte der zweiten Art 4 (a, 5), A (c, d)
immer wieder ein Object derselben Art, welches nimlich in der
Form A (e, f) dargestellt werden kann, wo e £ mit a & ¢ d gleich-
artig sind, geht unmittelbar aus deren Definition hervor.

Es fragt sich aber weiter, ob bei der jener Thesis entsprechen-
den Lysis zweier Objecte der ‘zweiten Art, nicht wiederum neue ent-
stehen; es wird hieriiber entschieden durch folgende Bemerkungen:

Wenn der friihere Modul der Operation jetzt die Eigenschaft
hat, mit einem Objecte der neuen sowohl wie der alten
Reihe thetisch verbunden, das Object selbst wieder zu erzeugen, so
ist nach (1)

A [0 (a x), O (b )] = O [A (a, b), & (z,2)] =4 (a, b) (2)
und daher z. B.

1[0 (a, ¢ d), O, ¢, d)] =1 (a, b). (3)

Die Gleichung (2) gibt uns dariibet Aufschluss, in welchem
Falle zwei lytische Verbindungen A (e, #) und 4 (a, ) als gleich
anzusehen sind.

Nach dieser Vorbereitung gehen wir zur Beantwortung der
aufgeworfenen Frage, die dahin lautet, ob immer ein Object  von'
der ersten oder der zweiten Art gefunden werden konne, so dass

€ ==1[4 (a, b), A (c, d)]
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gesetzt werden kann, also zufolge der Definition der Lysis
A (a, b) = @ {x, & (¢, d)}
ist. Soll = ein solches Object sein, so muss = =1 (y, z) gesetat
werden konnen, wo y, z Objecte der alten Art sind, also
(, ) =0 R (3 2) A (c D} =12 !9 ® ©), O (2 d)}

Setzt man nun nach (3):
A(a, ) =110 [@ (a, d), c], '[@ (69 c), d]}

=1{0 (3 <), O (5 d)]

y=0(a, d),z=0 (b, c)
dieser Gleichung und es ist: L
A4 (a,8),2 (e, d)] =2[0O (a, d), O (b c)]
also da @ (a, d), @ (b, c) Objecte der ersten Art sind, die lytische
Verbindung von 2 (a, 6) und l (¢, d) ein Object erster oder
zweiter Art. -

Haben wir nun so erkannt, da,ss aus unserer Festsetzung iiber
die Bedeutung einer Thesis von Objecten erster und zweiter Art
mit einander, oder letzterer untereinander, nothwendig folgt, dass
diese Thesis und ihre Lysis wieder auf Objecte dieser beiden Arten
fiihren, und iiberhaupt fiir die der zweiten Art dieselben Gesetze
der thetischen und lytischen Operationen gelten, als fiir die der
ersten Art, so leuchtet ein, dass jetzt sdmmtliche Sitze des vori-
gen §. ohne Weiteres fiir Objecte erster und zweiter Art in ihrer
gegenseitigen Verkniipfung in Anspruch genommen werden konnen,
und noch iiberdem die Formeln 4, 5, 6 jetzt, wo jede Lysis aus-
fiihrbar ist, ganz allgemein und ohne jede Determination gelten
werden.

Die Objecte zweiter Art bilden zunichst eine Reihe von der
zweifachen Ausdehnung der Reihe, welche die der ersten einnehmen.
Indessen kann man sie simmtlich aus einer Reihe von Objecten,

so geniigen

welche eine nicht grossere Ausdehnung als die urspriingliche hat, -

durch thetische Verbindung erhalten Fiihrt man namhch nach
dem vongen §. den Begriff des Inversen

A (ny &) = b,
A(a, ) =0 (a, b,)

ein, so ist
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und diese inversen Objecte bilden eine der Reihe der (directen) Ob-
jecte erster Art entsprechende Reihe, so dass jedem Gliede der
einen Reihe eins der anderen in bestimmter Ordnung entspricht.

§. 6.
Die Addition und Subtraction.

Bezeichnen w1r jetzt eine thetlsche, vollkommen eindeutige,
associative Operation @ (a, 5) durch (& + &) und die entsprechende
ebenfalls vollkommen eindeutige lytische Function 1 (e, &) mit
(a — &), wo diese ihrem Begriffe nach in der Beziehung

- (@e—b+b=a 8
stehen, nennen erstere Addition, letztere Subtraction, so wird die
associative Eigenschaft in der Gleichung

a+(b+c)——(a+b)+c-—a+b+c 3)
enthalten sein, aus der dann auch bei mehr als 3 Gliedern auf die

ganzliche Gleichgiiltigkeit der Setzung der Klammern geschlossen
werden kann. '

Aus der Definition folgt:
(@+b)—b=a" ' @)
nebst den Gleichungen
at(G—0=(a+b—c @
(e—b—c=a—(c+ 9 5)
a—@b—c)=(a+c)—0 6)

nach den ebenso bezifferten Gleichungen des §. 4.
Ist O der Modul der Operation, so dass
' ‘ a+0=a 4]
so folgt ebenfalls nach §. 4 '
O+ c=c_ (8), a—0=a (9 b—56=0 (10)
Stehen zwei Objecte a und 4 in der Beziehung, dass

O—a=26b
so schreibt man:

—a=5% (11)
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und nennt 4 das zu a negative; dann gelten die Regeln:
—(—e)=c¢ (12)
a—c=a+(—c),(13); a+c=a—(—c), (14
—(B—)=c—5(15) —(+ o) =(— o)+ (—8),(16)

Gilt ausser der Associativitit auch die Commutativitit, so hat
man nach §. 5 unter anderen die Gleichungen

b+ @—8)=a a%
¢6+a—b=a (2%
a—@b—c)=@—-8+c . (6%

hinzu zu fiigen, wo wir die iibrigen, da sie sich durch Vertau-
schung der Glieder sehr leicht ergeben, hier nicht weiter anfiihren.

§. 7.
Die Multiplication und Division.
Wird eine neue associative, im Allgemeinen vollkommen ein-
deutige Operation, die Multiplication und ihre Lysis, die Division
durch die Zeichen a.4 und % dargestellt, so hat man nach §. 4

Fb=a )
=a @)
a(bey=(ad)c=abc 3)
) . b b
I‘em.er a?=2?_ (4)

(
(<)

Nennt man nun 1 den Modul dieser Operation, so dass
al=a ©)

S
v

_ 2 .(5)
c cb .
2 6)
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so folgt ,
| Le=6@®); 71=a(@); 5=1(@0)
Fiir die reciproken Zahlen % gelten dann die Regeln:
\
' 1

1
oy = o (12); 2 =a —(13)
(3) -
Wir nennen die jetzige Operation nur dann eine Multiplication,

und die des vorigen §. eine Addition, wenn beide mit einander
durch das distributive Princip in seinen beiden Theilen

(at+dc=ac+dc. 10

. a(ct+dy=ac+ad (18)
verbunden sind und ausserdem der Modul der Addition die Eigen-
schaft hat, dass

6.0=0,0.a=0 (19)
worin unmittelbar ausgesprochen ist, dass, wenn der eine Factor
eines Productes Null ist, der andere sich #ndern kann, ohne
dass der Werth des Productes aufhort, Null zu bleiben. Die Division
mit Null ist daher génzlich unbestimmt.

Ist schon hiedurch die Voraussetzung einer vollkommenen Eindeutigkeit
der Multiplication und Division. durchbrochen, so wollen wir iiberhaupt bei
der Division die unbedingte Eindeutigkeit nicht als zu ihrem Begriffe noth-
wendige Eigenschaft ansehen. In der That werden wir in spiter zu behan-
delnden Systemen, von O verschiedene Zahlen antreffen, welche insofern
den Charakter des Modul O an sich tragen, als eine Verinderung des anderen
Factors in einem Producte, deren einen Factor sie abgeben, nicht nothwendig,
dessen Werth éndert, so dass dann auch die Division durch dieselben ginzlich
unbegtimmt wird (vergl. den VIII. Abschnitt).

An Stelle der beiden Theile des distributiven Principes kann
man eine einzige Formel setzen. Entwickelt man ndmlich zu-

néchst nach (17)
@+ 8 (c+d=alc+d+b(c+ad
80 hat man nach (18) .
@+ (+d=act+ad+bct+bd (20)
Wendet man dagegen zunéichst (18) an:
.(a+b)(c+d)=(a+b)c+(a+b)d

'
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und dann (17), so findet man:

e+ b(c+di=acH+bc+ad+bd

Vergleicht man dies mit (20), so findet man, dass beide in der

Aufeinanderfolge der Glieder verschieden sind, und daher:
ad4+be=bc+ad
oder wenn man ¢ = 1, d = 1 setzt
a+b=25b + a

sein muss, woraus wir den wichtigen Satz ableiten, dass, wenn zwei
Operationen durch das volle distributive Princip mit einander ver-
bunden sind, dann die erste noth%vendig die commutative Eigen-
schaft besitzt. Nenren wir nun in der Regel zwei in dieser
Weise von einander abhingige Operationen, Addition und Multi-
plication, so folgt aus rein formalen Griinden: die Addition ist
stets commutativ. Die Multiplication aber werden wir im All-
gemeinen nicht commutativ annehmen. '

Aus den vorstehénden Beziehungen der Addition und Multi-
plication zu einander, lassen sich noch mehrere wichtige Folge-
rungen ableiten.

Aus (17) folgt fir 6 = — a, daa + (—a) =0 also
(@ 4+ (- a)) c=0ist, ac + (— a) c == 0 also.
‘ (—a)ye=—ac ' (21)
Aus (18) fird = — ¢ ‘
a(—c¢)=1—ac (22)
Setzt man in (21), — ¢ statt ¢, so wird (— «) (— ¢) = — a (— ¢)
nach (22) = —(—ac)=+ acalso
(—a)(—e)=ac )

Koénnen so die bekannten Regeln der Multiplication negativer
Zahlen aus dem distributiven Princip abgeleitet werden, so wird die
entsprechende Aufgabe, die Regeln der Addition reciproker Zahlen
oder von Quotienten ohne Commutation zu geben, nicht in der ge-
wohnlichen Weise gelost werden konnen. Denn man hat

(_2'.’-'-»2—)601_- bd+ bd—ad+c— d |

’ad+¢»}bd

also a ¢
X""&“ bd
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ein Ausdruck, welcher im Allgemeinen niclit weiter reducirt werden
kann; nur wenn 4 = d ist, hat man:

(—;+~;-)b‘=.%.b+ T b=a+c

D
a c a<c .
also 3 t7==—3 : (29)
Ist aber die Multiplication commutativ, so findet man: :
. d + b .
s ta="5 (25)
Ohne Commutation kann man Ausdriicke, wie: '
a ¢ 1 1

5d_ %5 °d
nicht weiter, etwa auf % reduciren, und 3 %, bTa ist von a im All-
gemeinen verschieden.

Unter Voraussetzung der Commutgtivitit des Productes aber
hat man

(1) ‘ : (6%
- -

Die in den beiden letzten Paragraphen statuirten formalen Gesetze der
Addition und Multiplication sind den bekannten und in §. 1, 2 angefithrten

Gesetzen der actuellen Addition und Multiplication in der Gréssenlehre,.

mit einiger Freiheit (in Bezug auf die Commutativitit) nachgebildet. Diese
Gesetze sind es nun, die wir.auf die Gebiete der Anschauung, in’s Beson-

dere des Raumes im Folgenden {ibertragen werden; und dies ist die eine Seite -

des Principes der Permanenz der formalen Gesetze. .

‘Wir werden dabei im Allgemeinen so verfahren: Wenn ein Gebiet von
Objecten gegeben ist, so wird man zunichst fragen, ob es eine auf sie anwend-
bare Operation gebe, welcher die Eigenschaften der Addition zukommen.
Eine stricte Methode zur Beantworfung dieser Frage gibt es allerdings
" nicht, vielmehr wird die productive Erfindung sie 16sen miissen; das Princip

der Permanenz leistet dabei gute Dienste. Ist aber eine Operation gefunden,

welche die Eigenschaften der Addition hat, so wird man weiter fragen, ob es

eine entsprechende Multiplication gebe; um dies, zu beantworten, wird man

die Principien der Multiplication wiederum in mehr oder minder, speciellen

Fillen benutzen, und so dazu gelangen die Multiplication actuell zu definiren.

Ist dies geschehen, so bleibt es dann noch iibrig, in synthetischem Gange nach-
s

Hankel, complexe Zahlen.

0y
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zuweisen, dass in der That alle fundamentalen Principien der Operation, wie
sie in diesem §. gelehrt sind, erfiillt sind, und erst dann wird man die Opera-
tion streng genommen als Multiplication bezeichnen kénnen. Das Princip der
" Permanenz ist hiebei tiberall nur ein im methodologischen Sinne dieses Wortes,
.analytisches; es mussen stets eine Reihe von arbitriren Annahmen gemacht
werden, welche es nicht beweist, sondern nur leitet. Dass jene Annahmen
arbitrar sind, geht gentigend daraus hervor, dass verschiedene actuelle
Operationen gegeben werden kénnen, welche simmtlich den allgemeinen for-
malen Regeln gentigen. .
Ebenso wie man die vorhergehenden Festsetzungen und daraus abgelei-
teten Folgerungen auf die Geometrie iibertragen kann, so kommen sie auch in
der Theorie der complexen Zahlen in Anwendung. Einmal enthalten sie die
Regeln ihrer Addition und Multiplication und dienen, wie im folgenden Ab-
schnitt nachgewiesen werden wird, zur Definition ihres Charakters.
Andererseits aber kann man auch fragen, ob es in einem gegebenen
Zahlensysteme noch andere Operationen 6, 1, ... gebe, welche diesen Regeln
_geniigen. Die Beantwortung dieser Frage gehort in die Theorie der Func-
tionen und hat tiefere Bedeutung nur fiir den ,,calculus of operations*; doch
wollen wir eine hieher gehoriga Untersuchung, welche sich auf das gemeine
complexe Zahlensystem bezieht, wenigstens in ihren Resultaten mittheilen:
Eine associative und commutative Function @ (x, y) mit dem Modul m
wird stets von der Form:

. 6@ 9 =g [¢ @ + ¢ ¥ — ¢ (M)]
sein, WO ¢, ¢p; zwei inverse Functionen sind, so dass ¢ (¢ ()) ==z. Soll
. eine andere associative und commutative Function z mit dem Modul 7,
@y =y @ +ve—yn)]
mit @ durch das distributive Princip
ka [9 (z, y)’ z] =6 [” (x,2), (y’ z)]
verbunden sein, so ergibt sich als allgemeine Form derselben:

-1
‘ Y (@) = log [ () — ¢ (m)]
wo a eine beliebige Constante ist. Setzt man ¢ (x) = = so erhilt man hieraus
die Addition und Multiplication; die Form
azx 4 b
czx4d

gibt unter gewissén'Voraussetzungen iiber die Stetigkeit der Functionen tiber- -
haupt, die einzigen eindeutigen Operationen @, 7.

C ()=
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Die reellen Zahlen in ihrem formalen Begriffe,

—_—

§. 8.
Begriff eines Zahlensystems.

Bisher sind Objecte verbunden worden, die Resultate ihrer
Verbindung mit neuen Zeichen versehen u. s. f., aber ohne dass .
in- der Bezeichnung éin bestimmter Plan verfolgt worden wiire.
Es leuchtet ein, dass dabei eine eigentliche Ausfiihrung der Rech-
nungsoperationen, d. h. eine Darstellung des Resultates durch
neue, zusammenfassende Zeichen nicht mdaglich ist. Eine solche
wird erst dann moglich werden, wenn man auf eine consequente
Weise sich ein Zeichensystem verschafft, so dass man das Resul- -
tat einer jeden Operation nothwendig durch eines derselben daz-
stellen muss. Ein solches System kann nur geschaffen werden,
indem man von gewissen Elementen, den Einheiten ausgeht, diese auf
alle mogliche Weise durch gewisse Operationen verbindet und die
Resultate dieser Operationen mit neuen Zeichen signirt. Diese
neuen Zeichen werden dann nach vorstehenden Regeln wiederum -
zu verkniipfen sein und zu neuen Zeichen Veranlassung geben u. s. f.
Fahrt man so fort, bis man zu neuen Zeichen nicht mehr gelangt,
also die Resultate der neuen Operationen durch die schon vorhan-
denen jedesmal ausgedriickt werden konnen, so nennt man die ge-

““bildete Zeichenreihe ein abgeschlossenes System oder Gebiet, dessen
Ordnung ich nach der Zahl von Einheiten benenne, welche bei
seiner Bildung verwandt worden sind. Verschiedene solche Gebiete

erhilt man, indem man von verschiedenen Einheiten ausgeht oder
g*
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den Operationen ausser den zuvor bemerkten allgemeinen Eigen-
schaften noch andere beilegt, welche mit ihnem nicht nothwendig
gegeben sind, aber auch nicht im Widerspruch stehen diirfen. Eine
Forderung bei der Ausbildung eines solchen Systemes wird die
moglichste Sparsamkeit in der Anwendung von Zeichen sein; denn
nur sie wird die Uebersichtlichkeit in demselben ermdglichen.

Die Zeichen eines solchen Systemes nenne ich Zahlen und
setze also deren Begriff in einen nothwendigen Zusammenhang mit
den Operationen, durch welche sie gebildet werden und in einander
iibergehen. Jede Verinderung der Operationsregeln bringt eine
Verinderung der Zahlen mit sich.

" Eine andere Definition des Begriffes der formalen Zahlen kann
nicht gegeben werden; jede andere muss aus der Anschauung oder
Erfahrung Vorstellungen zu Hilfe nehmen, welche zu dem Begriffe
in einer nur zufilligen Beziehung stehen, und deren Beschriinktheit
einer allgemeinen Untersuchung der Rechnungsoperationen uniiber-
steigliche Hindernisse in den Weg legt. Die Definition er for-
malen Zah] kann hienach dahin gegeben werden:

Eine Zahl ist der Ausdruck gewisser formaler Be-
ziehungen beliebiger Objecte zu einander; ein Zahlen-
system stellt eine systematisch geordnete Reihe solcher
‘Beziehungen oder Verkniipfungen dar, deren Wesen den
Character des Zahlensystems ausmacht.

Dass wir mit dieser Definition nicht in Widerspruch mit der
S. 6 gegebenen treten, bedarf pach dem Vorangegangenen keines
Beweises. Dort- handelte es sich um die actuellen Zahlen, hier
um formale; unter diese konnen jene subsumirt werden, welche
ir's Besondere die aus dem Grossenbegriffe hervorgehenden Be-
ziehungen der Objecte zu einander und entweder deren Stellung in
einer Reihe geordneter Objecte (Ordinalzahlen) oder das eigentliche
Grossenverhiltniss (Cardinalzahlen) ausdriicken.

§9.
Die positiven ganzen Zahlen.

* Soll ein Zahlensystem aus einem einzigen Elemente gebildet
werden, 86 wird man dazu den Modul der Addition nicht gebrauchen
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' - konoen, wohl aber den Modul 1 der Multiplication, indem man

14+1=2,241=3,3+4+1=4,...
setzt. Die so erhaltenen Zahler nennt man die absoluten oder
numerischen Zahlen und 1 die numeérische Einheit. Was ihre Ver-
kniipfung miteinander betrifft, so kann sie an und fiir sich nach
beliebigen Regeln stattfinden. Indess werden uns hier die in §. 6
und 7 gelehrten als Richtschnur dienen, diirfen jedoch ohne Beweis
ihrer Vertraglichkeit untereinander jetzt, wo eine Zahl an sich selbst
- die Spur ihrer Entstehung trigt, nicht sofort in ihrem ganzen
Umfange angewandt werden. .
Addition, So wihlen wir zur Definition der Summe (.4 4 B)
zweier Zahlen nicht das associative Princip in seiner Allgemeinheit,
da dieses mehr als die nothwendigen Bestlmmungsstucke in sich
enthilt, sondern einen Fall desselben:
A+ B+1)=(4+ B+ 1 )
Diese Gleichung bestimmt jede Summe. Denn setzt man zunichst
B=1, so findet man 4 + (1 + 1) = (A4 + 1) 4 1, also da
14+1=2ist, 4 +2=(4+ 1)+ 1; wo (£ + 1) + 1 eine
Zahl unserer Reihe, ihrer Definition nach ist. Dann ist, B = 2 ge-
setzt 4 +(2+1)=(4+2)+1loder £ +3=(AL+2)+1,
'wo (A + 2) und daher auch (A + 2) + 1 also (.4 4 3) eine Zahl
unserer Reihe ist.

Auf diesem Wege findet man durch ein recurrirendes Verfahren, welches

‘ohne alle Anschauung, rein mechanisch vor sich geht, unzweideutig jede Summe
zweier Za.hlen Um z. B. (7 + 5) zu finden, haben wir

7+5=7+(4+1)—(7+4)+1

TH4=T+@+)=T+3 +1
T3 =T4+QC@+ D)=+ +1
T+2= T4+ A+ D)=T+1) 41
T+1=8
algo T4+ 2=8+1=9,7T+4+83=941=10,7+4=104 1=11,und
endlich 7 4 5 =11 4 1 =12.
Die Summe ist also stets emdeutlg und #ndert sich, wenn sich
einer der Summanden #ndert.
Dass die Addition associativ ist, lésst sich folgendermassen er-
weisen. Vorausgesetzt, dass die Gleichung:

Es ist aber
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A+B+DN=UA+B+T 2)
erfiillt ist, hat man, indem man (1) zweimal anwendet:
A+B+T+)=A+{(B+D+1l={4+B+N}+1
. Nach (2) aber ist dies = {4 4+ B) + I'} + 1, also nach (1)

= {4 + B} + (I' +'1), also

A+B+ T+ 1)}={4+ B+ T + 1)
Gilt also das associative Princip in (2), so gilt es auch, wenn I” durch
(I + 1) ersetzt wird. Da (2) fiir I" = 1 nach (1) jedenfalls erfiillt
ist, so gilt'(2) nach einer bekannten Schlussweise allgemein.
*  Was das commutative Princip betrifft, so kann dasselbe aus
dem associativen leicht abgeleitet werden. Es sei

' 1+ A=d+1 ®3)

so ist nach (1), (3) a
- I+ @+ D)=0+H+1=A+D)+1
Da nun (3) fir .4 =1 erfiillt ist und aus ihmdie entsprechende
- Gleichung, in der (.4 + 1) die Stelle von 4 vertritt, abgeleitet wer-
den kann, so gilt (3) allgemein. ’

Ferner sei A+B=B+.4 : @)
8o ist ' ;
A+(B+1)=(A+B)+1=(B+A+ =B+ (A4+1)

=B+ (1+ A .

nach (1), (4), (1), (3), also nach (2)

A+B+1)=B+1)+ 4
womit denn auch (4) allgemein erwiesen ist.

Multiplication ist eine Operation, fiir welche
A 1=A4 : ®)
denn hierin liegt die. Bedeutung der zur Bildung des Zahlensystems
verwendeten Einheit. Die Multlphcatlon im Allgemeinen kann durch
die Glelchung
AB+1)=_A4B+ A, (6)
welche einen spec:ellen Fall des distributiven Gesetzes darstellt,
recurrirend definirt werden. Denn hienach ist .4(141)=_4.1 + 4
also 4.2 = 4 + A, und es ist 4.2 bestimmt, da die Addition
eine bestimmt ausfiihrbare Operation ist. Ferner ist .4(2 4 1)==
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A.2 + A4also 4.3 = 4.2+ 4, und ebenfalls bestimmt u. s. f.
Das Product ist eindeutig und #ndert seinen Werth, wenn ihn der
eine Factor andert, wihrend der andere constant bleibt.

Hienach wiirde sich der Beweis des als Typus eines apodictischen
Urtheils gebriauchlichen Satzes 2.2 = 4, so gestalten: 2.2 =2 (14 1)=
2142=242,und2+2=24+14+1)=241)+1=34+1=4

Um nun das distributive Princip in seiner Allgemeinheit dar-
- zuthun, nehmen wir an, es gelte:
AB+N=AB+ AT )
dann ist
AB+T+DY=A(B+D)+1j=AB+D)+ 4
o =AB+ AT +A4
" wenn man successive (1), (6), (7) anwendet; nach (6) aber hat
man schliesslich
AB+ T+ 1 =AB+ AT+ 1)
womit denn die Allgemeinheit von (7) erwiesen ist.
Was die andere Hilfte des distributiven Principes
(4+BIr=4r+B8r - @®).
betrifft, so sei (8) erfiillt; dann ist nach (6), (8), (4), (6)
(4+B)I'+1)=(A+B) I+ (4+B)=AI+ Br+.4+B
- =AT+ A4+BIr+B=A('+ 1)+ B('+1).
Da (8) fiir I' =1 gilt, so gilt sie da.he; a.llgemem und damit das

volle distributive Princip.
Es sei ferner

A(BI)=(4B)TI ©
80 ist successive nach (6), (7), (9), (6)
AB[I+1)}=A4(BI' + Bj}=A4 (BIN+ AB=(AB)I'+ 4B
=AB('+1)

womit (9), da 4 (B.1) = (.4 B).1 ist, das associative Princip be-
wiesen ist.

Es sei 1.4=A (10)
so ist nach (6), (10), (6)

lLA+)=1lA+d=A1+1=(4$1).1

und da 1.1 == 1, s0 gilt (10) allgemein. Wenn ferner
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. A.B=B. A (11)
so ist nach (8), (11), (6)
(A4+1)B=A4AB+B=B A4+ B=B(A4+1)
und es gilt die Gleichung (11) allgemein, da sie fiir .4 ="1 gilt, wo-
mit das commutative Princip in seiner Allgemeinheit erwiesen ist.

Fiihrt man schliesslich noch den Modul O der Addition durch

A+0=_4
ein, dessen Multiplication durch
A.0=0 . -

béstimmt wird, so hat man in den Zeichen 0,1, 2, 3, 4... eih Zahlen-
system, innerhalb dessen solche Operationen, denen die charakte-
ristischen Eigenschaften der Addition und commutativen Multi-*

" plication zukommen, seiner Bildungsweise nach stets ausgefiihrt
werden konnen, ohne dass man aus dieser Za.hlenrelhe jemals her-
auszutreten hitte. B

Den Gedanken, die Additions- und Multlphcatlonsregeln 80 wie es hier
geschehen ist, abzuleiten, verdankt Mian im Wesentlichen Gmssmrm (Lehrb.
d. A.nthmeuk)

§. 10.

Die negativen ganzen Zahlen.
Bezeichnet man mit (B — _4) eine Zahl, welche der Gleichung
BLXLAH+ 4=B8B @)
geniigt, so ist dieselbe zufolge der Additionseigenschaftereindeutig
bestimmt und es @ndert sich das Resultat der Subtraction (B —_4),
wenn sich eines der Glieder andert, wiahrend das andere con-
stant bleibt.

Es gibt jedoch solche Zahlen, welche man (B -— 4) gleich
setzen kann, in unserer bisherigen Reihe der absoluten ganzen
Zahlen nur dann, wenn B in der Reihe auf 4 folgt. Geht B da-
gegen 4 vorher, so ist die Subtraction in diesem Gebiete unmog-
lich; soll daher ein Zahlengebiet geschaffen werden, in welchem
jede Subtraction absoluter ganzer Zahlen méglich wird, so miissen
wir (B — _A) in letzterem Falle als ein neues Zeichen ansehen
dessen Bedeutung in der Art und Weise erkannt wird, in der

’
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es mit anderen seiner Art oder mit den ganzen Zahlen des §. 9 ver-
kniipft wird. Wir definiren die Addition dieser neuen Zeichen unter
sich und mit denen des §. 9 durch die Gleichung (1) des §. 5

(A—B+T—H=UA+DN—B+4 (2

Dann gelten, wiein §. 5 gezeigt ist, alle zum Begriffe der Addition
gehorigen Rechnungsregeln, und wenn man
(4 —B)=—(B— 4 ®

setzt, so wird das Gebiet der bisherigen positiven Zahlen + 1, 4 2,
+ 3, ... erweitert, indem zu ihnen die negativen Zahlen — 1, — 2,
— 38, ... hinzutreten (vgl. §. 6). '

' ‘Was man unter dem Producte einer negativen und einer posi-
tiven, oder zweier negativen Zahlen zu verstehen habe, werden wir

nach dem Princip der Permanenz bestimmen, indem wir ent-
sprechend den Gleichungen 21 bis 23 in §. 7

(—AI'=—4Adr @
A(—IN=—AT ®)
(—A(—D=4dr (6)

sétzen.

Es kann gegeniiber einer sehr allgemein verbreiteten Ansicht nicht seharf
genug hervorgehoben werden, dass diese Gleichungen in der formalen Mathe-
matik nimmermehr bewiesen werden konnen; es sind arbitrire Conven-
tionen zu Gunsten dér Erhaltung des Formalismus im Calcul. (Betrachtet
man dagegen die Zahlen als Représeitanten der Punkte einer Geraden, oder,
wie man auch abstracter gesagt hat, des Fortschrittes, so kann man freilich,
wie bekannt, die Gleichungen erweisen.) Sind aber diese Conventionen ein-
mal geschlossen, so folgen daraus alle anderen Gesetze der Multiplication mit
Nothwendigkeit. . . .

Zunéchst geht aus diesen Definitionsgleichungen des Productes
seine Commutativitit hervor. Das distributive Princip wird man
ableiten konnen, wenn man folgende Fille unterscheidet:

1) Ist .4 > B, so ist zufolge des fiir positive Zahlen geltenden
distributiven Gesetzes:

AIr={A4—B)+BIr=(4—B TI'+ BT
also . (4—B)I'=ATI'—BT
und somit nach (4):
{d +(—By\I'= AT+ (—B)TI.
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2) Ist A4 < B, so ist zuvorderst nach (3):
(4~ B)=—(B— )

(A—Blr=—B—AT
und da, wie 1m analogen Falle eben gezeigt
(B— A)F—BF—AF
 soist (44— B)I'=—(BI'— AT\—= AT — BT
oder {44+ (—B}yIr'=Ar+(—B)T.
3) Man hat nach 16 in §. 6
(— O+ (—B}=—(4+ B) .
a.lso {(——_4)+(—B)}I'——(A+B)I‘——(AT+BF)
=— AI'— BI'=(— AT+ (—B)T.
Somit ist das Gesetz:
@+ 8 rr=ar+5r

wenn a, b positive oder negative Zahlen sind, allgemein erwiesen.
Daraus folgt weiter:

@+8(—DN=—[a+8 ] =—[al+5I]

=—al—bI'=a(—IN+5b(—1I)
womit denn, da die Grundgleichungen die Existenz der commuta~
tiven Eigenschaft sofort lehren, das distributive Princip in seinem
ganzen Umfange dargethan worden ist. Das associative Princip
ist in den verschiedenen Fillen ebenso leicht zu erweisen: Man hat

A[B(—I))=A[—Brl=— A[BI]

=_Ad— BI'=[4B](—1T)

also nach (4):

’

ferner:

A[—B) (~I) = A[BI]= 4BI'=[— 4B (D)
—=[4(—B] (D)

schliesslich

(— ) [(—B) (— D] =(—A) [BI]=— 4BT
=+ [4B](—IN=[— 4 (—B)(—1I)
Dies sind mit Riicksicht auf die Commutativitit alle moghchen
Fille.
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8 11
Die Division und die gebrochenen Zahlen.

Die Auflésung der Gleichung

zB=A,

in der 4, B posxtlve oder negative Zahlen sind, bezeichnen wir mit
z=%

mag sie eine in unserer Reihe der positiven oder negativen Zahlen
vorhandene ganze Zahl sein oder nicht. Im letzteren Falle ist
jener Bruch ein Zeichen fiir ein zu der_ bisherigen Reihe hinzuzu-
ﬁlgendes neues Object, eine gebrochene Zahl, deren Operations-

regeln in der § 5 auseinandergesetzten Welse gewonnen werden,
indem man nach (1) in §. 5

NI
u‘,lk
[N

4T
L=

1)
setat.

Auch hier ist ausdriicklich zu bemerken, dass diese Gleichung eine con-
ventionelle ist und im Gebiete des.rein Formalen nicht bewiesen werden kann.
Definirt man den Bruch durch die Forderung einer actuellen Theilung, so kann
dann die Gleichung, wie sich von selbst versteht, demonstrirt werden.

Dass das associative Princip, ebenso wie das commutative er-
fiillt ist, wurde schon in §. 5 nachgewiesen. Auch geniigt die Reihe
der eingefiihrten Zeichen, um jede Multiplication und Division von
Briichen moglich zu machen. Denn man’ hat, nach S. 28

(5) _ae
@

Was die Addition von Briichen betrifft, so bestimmen wir sie
dem distributiven Princip gemiss aus:

(ﬁ +£) BA—AA+TB,

B
einer Gleichung, die wenn ga.nze Zahlen smd ohne Zweifel -
gilt, und aus der die a.ndere
2 + =A44+TIB ' (2)'

Bd
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folgt. Es fragt sich dabei, ob die Addition zweier Briiche ein un-

* zweideutiges Resultat ergibt. Setzt man némlich fiir % einen da-

mit gleichen Bruch, dessen Zihler und Nenner aber von _4, B ver-
schieden ist, so muss gezeigt werden, dass jetzt die Summe dennoch
dieselbe ist. In der That, es ist .

T 4_ M

B N
nur, wenn M = R _4; N = R B ist; dann aber ist nach (2)
y_+£=RAA+RBr
RB ™ 4 RB4
und nach dem distributiven Principe
R(AA4+ Br)= RAA-{-RBF

also R4 A4+ Br ,

RB+— B4

" .Dass die Addition associativ ist, kann leicht gezeigt werden;.
denn es ist '

\ \%+(§+_§:)__+I‘Z+EA ‘

AAZ+BIrZ+ BAE
BAZ

(;_1_'_ )+— AAB-I;’BF+g_

AAZ+BrZ+BAE,
B4Z

Dass ferner allgemein das distributive Princip

(D) E=pEels

gilt, ersieht man aus
(‘_‘.+£)_§=-4__4+Br_£
B T4)z B4 z
AAE+BIE_ AAE , BTE _ AE

B4z —Baz Vv Baz—nBzVaz
Die ganze doppelte Reihe der Objecte, welche die gebrochenen
Zahlen bezeichnen, kann aus einer einfachen Reihe, der der reci-
proken durch multiplicative Verbindung mit den durch die ganzen
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Zahlen dargestellten, abgeleitet werden, da aus 13 in §. 7 hervor-
geht, dass
A . 1

- =4 3
gesetzt werden kann. '

Wir haben somit auf eine gesetzmassxge Weise eine Reihe von Zeichen,
die rationalen positiven und negativen Zahlen aus der numerischen
Einheit durch Addition, Subtraction, Multiplication und Division ent-'
wickelt, 8o dass fiir jede dirch diese Operationen geschehende Verkntipfung
gweier Zeichen wieder ein zusammenfassendes Zeichen vorhanden ist, welches
iiberall an Stelle der Zeichenverkniipfung selbst gesetzt werden kann. Die
ganze Aufgabe des Zahlensystems besteht eben in dieser Zusammenfassung
oder, wenn man will, symbolischen Darstellung. Wenn eine Reihe von Ob-
jecten gegeben ist, auf welche gewisse Operationen angewandt werden konnen,
die den zuvor auseinandergesetzten Regeln gentigen und welche in bestimmter
Weise den Zahlen entsprechen, so dass zwei Objecte immer aber auch nur
dann gleich sind, wenn in vorstehender Weise die als Zeichen derselben die-
nenden Zahlen einander gleich sind, so kénnen die Zahlen, so lange es sich
eben nur um die Verkniipfung jener Objecte — seien diese Substanzen oder
Relationen — handelt, als Reprisentanten der Objecte selbst angesehen wer-
den und es kann an Stelle der in stetem Vorstellen der Objecte selbst vor-
schreitenden Operation, ein Operiren mit Zahlen gesetzt werden, welches man
Rechnen nennt.

. § 12.
Die hoheren Operationen und die irrationalen Zahlen.

Es fragt sich, ob das Zahlensystem, das wir geschaffen haben,
vollstindig ist oder nicht. Gewiss ist es insofern vollstindig, als es
keine Aufgaben aus den 4 Species gibt, welche nicht durch ein Zei-
chen desselben gelost werden konnen. Andererseits aber gibt es
Aufgaben, welche ihre Losung in ihm nicht finden, z. B. wenn die
Zahl & gesucht wird, so dass z « = 2, so wird keine passende Zahl
gefunden werden konnen, ebensowenig, wenn z z = — 1 sein soll.

Dass eine diesen Gleichungen geniigende Zahl iiberhaupt un-
moglich sei, kann (vgl. S. 6) nicht behauptet werden. Zahlen sind

- Zeichen, denen etwas Reales entsprechen kann; ob es aber ein sol-
ches gibt, das mit sich selbst multiplicirt, + 2 oder — 1 gibt, kann
nur durch die Betrachtung des Realen selbst entschieden werden.
Unsere Aufgabe kann es hier nur sein, neue Zeichen zu schaffen
fiir jone moglichen oder unmoglichen Realen. Wir bezeichnen die
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Losung der Gleichung zx = _4 mit 2 =)/, und nennen sie eine
irrationale Zahl. Es ist dann fraglich, was die Multiplication be-
deute, d. h. welchen formalen Gesetzen' sie geniige. - Da eben nur
in dem Falle /4 "4 = _4 die Bedeutung des Productes bestimmt
ist, so steht es in unserer Willkiihr, welche Gesetze wir z. B. der
Verkniipfung B y_1 unterlegen wollen, fiir welche in unserer bis-
herigen Reihe ein Zeichen im Allgemeinen nicht vorhanden ist. Das
Princip der Permanenz formaler Gesetze wiirde uns bei der Fest-
setzung der Bedeutung des Productes zu leiten haben, und es
zugleich moglich machen, jenes Zeichen /77 auch dann beizube-
halten, wenn_4 eine Quadratzahl; )/ 4 also eine Zahl unserer obigen
Reihe ist. .
Hitten wir nun auch so die 4 Grundoperationen solcher Grossen
y/ -4 untersucht, so wire damit in der That noch nicht viel ge-
schehen; denn sogleich entstehen wieder neue Fragen nach den
Zahlen, welche Gleichungen wie xx = y/ 1 geniigen, und fiir welche
wiederum neue Zeichen gegeben werden miissen, ferner nach den

Gesetzen der Verbindung aller dieser neuen Zeichen von Irrationali- -

titen untereinander, welche moglicherweise Zahlen aus der oben
gebildeten Reihe der positiven und negativen ganzen und gebroche-
nen Zahlen ergeben konnen u. s. w. Es ist klar: Man wird ver-
zichten miissen, alle Aufgaben, welche die Einfiilhrung neuer Zeichen
erfordern wiirden, vollstindig und erschopfend zu betrachten; man
wiirde sich in ein ungeheures Labyrinth verirren, wenn man den
bisherigen Gesichtspunkt der rein formalen Zahlenbildung aus-
schliesslich festhalten wollte. Es stellt sich vielmehr das Bediirf-
niss ein, den elementaren formalen Verkniipfungen der Zahlen eine
actuelle Bedeutung unterzulegen, um zu sehen, ob es irgend etwas
Reales gébe, welches der Auflosung der Gleichungen x x =4 u.s.f.
entsprechen konne.

Das Irrationale, was uns hier entgegengetreten ist, in der rein formalen
Mathematik durch den Grenzbegriff dem Rationalen zu interpoliren, scheint

mir der Natur der Sache deshalb ganz unangemessen, weil eben ein solcher -

Grenzbegriff auf der Vorstellung des Kleinen und Grossen, welcher unserer
Entwickelung durcbaus fremd ist, und der Anordnung unserei Zahlen in eine

stetige Reihe beruht, welche schon den Begriff der extensiven Grosse in- .

volvirt.
Jeder Versuch, die irrationalen Zahlen formal, und ohne den Begriff der
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Grosse zu behandeln, muss auf hochst abstruse und beschwerliche Kiinsteleien
fithren, die, selbst wenn sie sich in vollkommener Strenge durchfithren liessen,
wie wir gerechten Grund haben zu bezweifeln, einen héheren wissenschaft-
lichen Werth nicht haben. Denn iiberall ist es Sache der systematischen
Wissenschaft, sich der wahren Grundlagen der natiirlichen Entwickelung der
Ideen klar und bewusst zu werden, nicht aber den Organismus mit seiner
immer frischen Productionskraft durch einen, wenn auch scharfsinnig con-
struirten, doch todten und unproductiven Mechanismus ersetzen zu wollen.

Ich denke, dass ich mich im Vorstehenden, trotz der Abweichung von dem
Gewohnlichen, nicht dieses Fehlers schuldig gemacht habe. Mein Ent-
wickelungsgang ist der Natur der Sache durchaus angemessen. Nachdem die
Schwierigkeiten und Paradoxieen, welche die gewdohnliche Ansicht von dem
‘Wesen der Zahlen als Grossen nothwendig mit sich fithrt, klar und bestimmt
fixirt waren, habe ich dém Zwecke gemass, der zur Einfihrung des Negativen,
Imaginiren und allgemein Complexen veranlasste, das Princip der Perma-
nenz der arithmetischen Gesetze aufgestellt, den natiirlichen Ausdruck des
im Laufe der Zeit erweiterten Begriffes von Zahlen und Formeln. Mittels
dieses Principes war es mdglich, an Stelle des zunichst liegenden Begriffs
einer Zahl, als des Ausdrucks der actuellen Relationen von Objecten und deren
Operationen, den allgemeineren Begriff formaler, bloss im Gebiete des logischen
Denkens sich bewegender Operationen und aus der mentalen Verkniipfung von
Objecten hervorgehender Zahlen-zu setzen, welche zunichst inhaltsleer, rein
die abstracten Formen des zuammenfassenden Denkens des Un-
stetigen sind. ’

) Jetzt aber hat uns der dialectische Process wieder auf unseren Aus-
gangspunct zuriickgefihrt. Das Irrationale verlangt zu seiner systematischen
Fassung den Grossenbegriff.



VIERTER ABSCHNITT
Die reellen Zahlen in der Gréssenlehre.

§. 13.
Begriff der Grosse fiberhaupt.

Der Relationsbegriff , Grosse* ist in der reinen Anschauung
unmittelbar gegeben. Er bedarf daher nicht einer metaphysischen,
sein Wesen vollkommen erfassenden Definition, sondern nur einer
Exposition.

Mathematische Definitionen haben, soweit sie nicht Fixirung des Sprach-
gebrauches betreffen, nur diejenigen wesentlichen Eigenschaften des zu Er-
klarenden anzugeben, welche zur weiteren Entwickelung und zur Verkniipfung
seines -Begriffes mit anderen nothwendig erscheinen und sind daher trotz
ihrer, hiufig den logischen Gesetzen einer guten Erklirung zuwiderlaufenden
Form (s. in Evkrip’s Elem. besonders die Definitionen I, 1, 2, 5; V, 4, 5), zu-
lassig, auch wenn sie die Kategorie, zu welcher der Begriff des zu Erkliren-
den gehort, nicht genauer bezeichnen.

Was den Begriff Grosse betrifft, so werden wir hienach den Begriff der
Quantitat nicht zu definiren haben, wohl aber des Quantum — beide sind in
dem Wort ,,Grosse “ mit einander vereinigt. Nicht was Grosse sei, sondern
vielmehr was ,,gross‘ sei, bedarf fiir uns einer Festsetzung. Eine Analyse des
Gebrauches, den Evkrip, der unitbertreffliche Altmeister strenger mathemati-
scher Methode, von dem Begriffe des Grossen macht, gibt folgende Definition:

’

Grosse heisst ein Object, wenn es grosser, kleiner
als ein"anderes, oder ihm gleich ist, und inletzterem
Falle ihm iiberall substituirt werden kann; wenn es
ausserdem durch wiederholte Position verv1elfacht
(und getheilt) werden kann.
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Gleichartig heissen Grossen, wenn die eine vervielfiltigt, -die
andere iibertreffen kann.

§ 14
Die ganzen Zahlen in der Grissenlehre.

Unter der Summe zweier Grossen @ und b versteht man eine
neue Grosse, welche aus ihrer Synthesis als Resultat hervorgeht
und jene beiden in sich enthilt. Wir bezeichnen sie mit (a + 4),
wo jetzt das 4+ Zeichen eine actuelle Operation ausdriickt und mit
dem friiheren formalen 4 zuniichst nicht verwechselt werden darf.
Die Summe hat (vergl. S. 54) die Eigenschaften

a+@b+o)=@+b +ec M)
a+b=0+a @)
_ Denkt man sich ein Object ¢, eine Gorsse, einmal gesetzt und
bezeichnet dies durch {e; dann dasselbe noch einmal gesetzt und
mit dem ersten vereinigt, so nennt man das resultirende Object 2,
vereinigt man damit ¢ noch einmal und nennt dies 3e u. s. £, so
erhilt man die Reihe _
le + le=‘2e, 2¢e + 1le=—23¢, 3e 4+ le =4e
allgemein Ae+4+le=(A4+ 1)e.

Dass man sich hier der friiher angewandten Zeichen 1,2, 3 ...
und des + Zeichens in (.4 + 1) wieder bedienen kann, folgt da-
raus, dass nichts weiter als eine den formalen Gesetzen des §. 9 .
unterworfene Verkniipfung in diesen Zeichen ausgesprochen ist.
Dass aber jetzt jene Gesetze in der That fiir diese Coefficienten
gelten, folgtleicht aus den Eigenschaften (1), (2) der realen Addition.
Denn da durch die Addition von .4 und Be ein gewisses Vielfaches
von e entsteht, welches man mit (.4 + B) e bezeichnen kann:

(A4 + B)esg Ae+ Be 3)
und nach der Eigenschaft (1):
Ae+ (Be+ I'e) = (Ae + Be)+ I'e
s0 ist Ae+ B+ INe=(A4+ B)e+ I'e
oder [44+B+D)e=[(4+B)+1Ie

so dass aus der assobiativen Eigenschaft der realen Addition von
Hankel, complexe Zahlen. : 4



50 IV. Die reellen Zahlen in der Grdssenlehre. _

Grossen die entsprechende der formalen Addition von Zeichen folgt.
Ebenso ergibt sich das commutative Gesetz:

(A4 B)ye=(B+ A) eaus 4e + Be = Be + Ae.

Ehe wir jedoch die Operation (.4 4+ B) mit Recht als eine
Addition bézeichnen kionnen, muss eine entsprechende Multiplication
gefunden werden.

Bemerkt man, dass dem Zeichen _4¢ jetzt die actuelle Ope-
ration, die man als mehrmalige Setzung oder Vervielfachung be-
zeichnet, zu Grunde liegt, so wird man unter .4 (Be) ein Vielfaches
von e zu verstehen haben, welches man mit _4 B bezeichnet, so dass

A(Be)=_AB.e,
eine Bezeichnung, die deshalb erlaubt ist, weil aus der Natur der
Sache hervorgeht, dass das associative Princip: ’ R

AB(I'ey=A(BI'.ey==_A4BI'.e
erfiillt ist; weil ferner aus (.4 4+ B) ¢ = 4 ¢ + B¢ der eine Theil
des distributiven Principes
(4 4+ B)I'e= _ATI'e+ Brle
und aus dem Grundsatze (vergl. S. 55): _
AG+c)=Ab+ Ac : “4)

der andere Theil des distributiven Principes

ABe+Tey=ABe+ ATe

oder AB+DNe=(AB+ ADe
folgt.

Somit wiren denn die gewGhnlichen Additions- und Multipli-
cationsregeln, die sich auf Zahlen beziehen, insofern sie Grossen
bedeuten, auf die formalen des §. 9 zuriickgefiihrt, und somit die
erste Anwendung der formalen Zahlen auf actuelle Objecte ge-
macht.

Bemerkung iiber die logische Natur der Zahlformeln. Die im
§. unter 1, 2, 3, 4 ausgesprochenen Sitze bediirfen noch einer weiteren Er-
lauterung, die ich nicht geben kann, ohne das Grenzgebiet der Mathematik
und Philosophie zu betreten. - Um kurz zu sein, werde ich mich nur auf zwei
Hauptvertreter letzterer Wissenschaft beziehen, auf Kanr (Kritik der reinen
Vernunft, Ausg. von Rosenkranz und Schubert, Bd. II) und auf Jomx STuarT
ML (A System of Logic ratiocinative and inductive, 5. Ausg., die in deut-
scher Uebersetzung, 2. Auflage, 1862 von J. ScmigL, vorliegt), da des letz-
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teren logische Principien besonders bei den Minnern exacter Forschung
ungemeinen Beifall gefunden haben.

Kant hat sich vielfach mit der Frage nach dem Wesen und dem Grunde
der mathematischen Methode und mit der Natur ihrer Urtheile beschiftigt.
Entsprechend -seiner Ansicht von der Mathematik als ,,der Vernunfterkennt-
niss aus der Construction der Begriffe hilt er alle mathematischen Urtheile
insgesammt fiir synthetisch (8. 702), indem er sie dabei gegeniiberstellt
den analytischen Urtheilen, welch letztere bekanntlich von einem Subjecte
ein in seinem Begriffe offen oder versteckt liegendes, oder zu ihm gehoriges
Priidicat aussagen, wihrend die synthetischen ein Subject mit einem Pridicate
verkniipfen, welches in jenem gar nicht gedacht war und durch keine Zer-
gliederung aus ihm herausgezogen werden kann. Wenn nun die mathemati-
schen Urtheile synthetische sind, so kann es den Mathematiker als solchen
nicht interessiren, ob sie wie Kant will, aprioristisch sind, weil sie Noth-
wendigkeit mit sich fithren, welche aus Erfahrung nicht gewonnen werden
kann, und zwar abgeleitet aus der reinen Anschauung a priori, die vor aller
Wahrnehmung in uns angetroffen wird als die Beschaffenheit des Gemiithes,
von Objecten afficirt zu werden — oder ob sie, wie STvART MILL meint, ,,phy-
sikalische Thatsachen, Resultate der Erfahrung und Beobachtung sind, welche
auf einer Induction per enumerationem simplicem, auf der Thatsache beruhen,
das sie immerwihrend wahr und kein einzigesmal falsch befunden worden
gind.“ (S. a. a. O. hauptsiichlich das IV., V., VI, XXIV. Capitel.)

Um unserer Seits uns eine klare Ansicht von dem Wesen der Grundsatze
zu verschaffen — denn tiber die Moglichkeit, aus diesen analytisch oder de-
ductiv die weiteren mathematischen Lehrsitze abzuleiten, ist iiberall kein
Zweife] — miissen wir auf einen wesentlichen Unterschied zwischen solchen
aufmerksam machen.

‘Wir wenden uns .in dieser Bezichung an Eukrip, der in der Edition von
Grecory (Euclidis quae supersunt omnia, Oxford 1703), die fast allen spiiteren
Ausgaben zu Grunde liegt, folgende 12 Grundsitze aufstellt:

1) Was Einem und demselben gleich ist, ist unter einander gleich.
2) Gleiches Gleichem zugesetzt, gibt Gleiches. )

3) Von Gleichem Gleiches weggenommen, gibt Gleiches.

4) Gleiches Ungleichem zugesetzt, gibt Ungleiches.

5) Von Ungleichem Gleiches weggenommen, gibt Ungleiches.

6) Gleiches verdoppelt, gibt Gleiches.

7) Gleiches halbirt, gibt Gleiches. -

8) Was einander deckt, ist einander gleich.

9) Das Ganze ist grosser als sein Theil.

10) Alle rechtén Winkel sind einander gleich.
11) Zwei gerade Linien, die von einer dritten so geschnitten werden, dass die
beiden inneren an einerlei Seite liegenden kael zusammen kleiner als
4%
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zwei Rechte sind, treffen geniigend verlingert an derselben Seite zu-
" sammen.
12) Zwei gerade Linien schliessen keinen Raum ein.

Man sollte meinen, dass selbst die oberflichlichste Betrachtung hier zwei
wesentlich verschiedene Klassen von Grundsitzen unterscheiden lisst, deren
eine (1—9) sich auf Verhiltnisse bezieht, die mit dem Begriff der Grosse
wesentlich verkniipft sind, wihrend die andere (10—12) geometrische Wahr-
heiten enthilt. Und doch ist dieser Unterschied von den meisten Mathema-
tikern ganz iibersehen worden, wie schon genugsam der Umstand beweist,
dass man beide unter dem einen Namen der Axiome zusammengeworfen hat,den
Euxvuip gar nicht kennt, denn er hat diesen Unterschied auf das schirfste er-
kannt: In allen Manuscripten, welche F. PEYRARD zum Zwecke seiner
vortrefflichen Ausgabe des EukLip (Les oeuvres d’EucLipk, trad. en latin et
en frangais. I. Bd. 1814, s. Varianten S, 454) verglichen hat, befindet sich
der berihmte 11. Grundsatz der Parallelentheorie mit den
Sitzen vom Gleichen und Ungleichen nicht in einer Kategorie
der xorvel ¥vvoiew, sondern figurirt als 5tes Postulat (efrnue). Der
10. Grundsatz nimmt ebenfalls in allen die Stelle des 4ten Postulates ein, wih-
rend die Handschriften in Bezug auf den 12. Satz schwanken, so dass man
deutlich sieht, wie ein Missverstindniss nach und nach diese drei Postulate
an eine falsche Stelle gebracht hat, an der sie unbegreiflicher Weise noch
heute stehen.

Von den Grundsiitzen, die aus der geometrischen Anschanung entspringen,
kann es nicht in Zweifel gezogen werden, dass es synthetische in der Aus-
drucksweise Kant’s oder inductive sind, wie sie STuART MILL nennt: eine
weitere Discussion der Natur dieser a?rnyara ist hier fiir unsern Zweck ohne
directe Bedeutung.

Niher liegt uns die andere Klasse der Grundsitze, die der xorvel &vvoren
(notiones communes), deren Unterschied von jenen KaNT wohl bemerkt hat.
»Einige wenige Grundsitze, welche die Geometer voraussetzen, sind zwar
wirklich analytisch und beruhen auf dem Satze des Widerspruchs; sie dienen
aber auch nur, wie identische Sitze, zur Kette der Methode und nicht als Prin-
cipien, z. B. der 9. Grundsatz. Und doch auch diese selbst, ob sie gleich
nach blossen Begriffen gelten, werden in der Mathematik nur darum zuge-
lassen, weil sie in der Anschauung konnen dargestellt werden* (8. 704, vergl.
auch S.143); und in voller Uebereinstimmung soweit sie in der Ausdrucks- -
weise zwischen Idealisten und Empiriker stattfinden kann sagt STuART MiLL:
»Einige Axiome Evkrin’s kénnten ohne Zweifel in die Form -von Definitionen
gebracht, oder aus ahnlichen Siatzen abgeleitet werden, wie wenn man statt
des 8. Axioms die Definition nehmen kénnte: Gleiche Grdssen sind solche,
welche so aufeinandergelegt werden konnen, dass sie sich decken und die
Axiome 1, 2, 3 konnen darnach durch ein eingebildetes Aufeinanderlegen be-
wiesen werden ... Es gibt indessen auf der Liste der Axiome zwei oder drei
fundamentale Wahrheiten, welche nicht demonstrirt werden konnen; hieher




§. 14. Logische Natur der Zahlformeln. 53

gehort der Satz 10, 11...“ (a.a. 0.V, §. 3). ,,Wie andere sogenannte Defi-
nitionen, so sind dieselben aus zwei Dingen zusammengesetzt, aus der Erkla-
rung des Namens und aus der Behauptung einer Thatsache , wovon die letzte
allein ein erstes Princip oder eine Pramisse einer Wissenschaft bilden kann*
(XX1V, §. 5). :

Mit diesen Erliduterungen des Wesens der notiones communes wird man
sich im Wesentlichen einverstanden erkliren konnen. Ein solcher Grundsatz
spricht ein abstract allgemeines und nothwendiges Gesetz aus, welches in
allen Grossengebieten stattfindet, und ohne seinen wesentlichen Charakter auf-
zugeben, in eine Definition verwandelt werden kann, welches ferner einen sol-
chen Grad von Evidenz besitzt, dass es durch seine blosse Exposition als
unzweifelhaft wahr erkannt wird. Dies mag hier, wo nicht die Logik der
mathematischen Methode iiberhaupt entwickelt werden soll, geniigen. Recht
eigentlich aber interessirt uns hier die Frage, wie es mit den Urtheilen von der
Form 2.2 == 4 beschaffen sei. ’

Kant gibt uns hierauf folgende Antwort: ,,dass 7 4 5 = 12 sei, ist kein
analytischer Satz, denn ich denke weder in der Vorstellung von 7, noch von 5,
noch in der Vorstellung von der Zusammensetzung beider die Zahl 12.... Ob
er aber gleich synthetisch ist, so ist er doch nur ein einzelner Satz.... Der-
gleichen Sitze muss man also nicht Axiome (denn sonst gébe es deren unend-
lich viele), sondern Zahlformeln nennen* (a. a. O. 144). Er belehrt uns dann
weiter, ,,dass man iiber die Begriffe von 5 und 7 hinausgehen miisse, indem
man die Ansehauung zu Hilfe nimmt, etwa seine 5 Finger und so nach und
nach die Einheiten der in der Anschauung gegebenen 5 zu dem Begriffe der 7
hinzuthun.... Der arithmetische Satz ist also jederzeit synthetisch, welches
man desto deutlicher inne wirl, wenn man etwas grossere Zahlen nimmt, da
es dann klar einleuchtet, dass, wir mochten unsere Begriffe drehen und wen-
den, wie wir wollen,. wir ohne die Anschguung zu Hilfe zu nehmen, vermittels
der blossen Zergliederung unserer Begriffe die Summe niemals finden kénn-
ten* (S. 703).

Die Ansicht, nach welcher das Eins-und-eins sowie das Ein-mal-eins eine
unbegrinzte Reihe von Axiomen, wenn auch KaNT vor diesem Namen
zuriickschreckt — aufweist, ist so unangemessen und paradox, dass man kanm
begreift, wie man sich bei ibr beruhigen konne. Freilich war Kant’s Ansicht
nicht allein der Ausdruck der von ihm wohlgekannten Mathematik seiner Zeit,
wo KarsTNER als grosser Mann galt; sie ist auch noch der Ausdruck der
meisten neueren, in anderer Bezichung vortrefflichen Lehrbiicher der Arith-
metik, in denen von einer Begrindung der Zahlformeln auf anderem
Wege;, als an den ftnf Fingern nicht die Rede ist. Und wenn man auf diese
Weise auch den Satz 2.2 = 4 begriinden kann, so wird man, obgleich Kant
gerade letzteres vorschligt, wohl darauf verzichten miissen, den Satz, dass
1000.1000 = 1000000 auf diese Art zu erweisen. Man rithmt es der Mathe-
matik nach und die apodictische Gewissheit ihrer Sitze beruht darauf, dass
sie auf einer ausserst kleinen Zahl von independenten Grundwahrheiten de-



5 IV. Die reellen Zahlen in der Grossenlehre.

ductiv ein unendliches Gebiude errichtet; und hier soll gar eine unendliche An-
zahl von unter sich unendlich mannigfach verbundenen Pfeilern das Gebaude
tragen, obgleich nur ein einziges Bindeglied zu wanken braucht, um den ganzen
stolzen Bau zum Umsturz zu bringen! ’

Auch bei StuartT MiLL (a. a. O. XXIV, §. 5) ,,ist die in der Definition
einer Zahl behauptete Thatsache, eine physikalische Thatsache.... Wenn
wir sagen, dass 122 = 1728, so behaupten wir, dass, wenn wir im Besitz einer
hinreichenden Anzahl von Kieseln oder von anderen Gegenstinden sind, und
sie zu der besonderen Art von Haufen oder Aggregaten zusammenfiigen, die
man 12 nennt und diese 12 wieder in dhnliche Haufen zusammenbringen und
endlich 12 von diesen grosseren Parthien vereinigen: das so gebildete Aggregat
ein solches sein wird, welches wir 1728 nennen, das nimlich welches entsteht,
wenn wir das 1000 Kiesel genannte Aggregat, das 700, das 20 und das 8 Kiesel
genannte zusammenfiigen.* Dies alles muss zugestanden werden, es ist nur
die Frage, wie dies zu beweisen ist, da man es schwerlich auf die Probe mit
den Kieseln ankommen lassen wird. Hierauf hat StuarT MinyL die richtige
" Antwort: ,Es gibt unendlich viele Entstehungsweisen einer jeden Zahl, aber

wenn wir Eine Erzeugungsweise einer jeden kennen, so kann der ganze Rest
deductiv bestimmt werden.... Wenn wir eine Kette von inductiven Wahr-
heiten, welche alle Zahlen der Reihe miteinander verkniipft, gebildet haben,
so konnen wir die Bildung irgend einer dieser Zahlen aus einer anderen ein-
fach dadurch bestimmen, dass wir von der einen zur anderen die Kette entlang
gehen .... Was die Arithmetik zum Typus einer deductiven Wissenschaft
macht, ist die glickliche Anwendbarkeit von einem so umfassenden Gesetze,
wie: die Summen von Gleichen sind gleich, oder: was aus Theilen zusammen-
gesetzt ist, ist aus Theilen dieser Theile zusammengesetzt. Diese Wahr-
heit ... muss als eine inductive Wahrheit, oder als ein Naturgesetz von der
hochsten Ordnung betrachtet werden: ... KEs ist bei allen Rechnungen unsere
Gewiahr. Dass b 4 2 = T glauben wir auf den Beweis dieses inductiven, mit
den Definitionen der Zahlen verbundenen Gesetzes hin. Wir gelangen zu
diesem Schluss (wie Alle wissen, die sich erinnern, wie sie ihn zuerst lernten),
.indem nur die blosse Einheit auf einmal addirt wird, 5 + 1 = 6, daher
54+141=64+1=Tunddal 4 1=2,80istD 4+ 1 4+ 1=542="7«

Diese in der That wissenschaftlich einzig und allein zulissige Idee ist.

dieselbe, welche in vorstehender Entwickelung nicht ein blosses Aper¢u ge-
blieben, sondern ein systematischer Gedanke geworden ist.

Als Grundsatz bei der Addition ist angenommen worden

1) a4+ b+ c)=(a+b)+c, d h.: Wenn q, b, c drei Gréssen sind, so
erhalt man dasselbe Resultat, ob man zu a die durch Vereinigung von & und ¢
hervorgehende Grésse (b 4+ c¢) addirt, oder zu a erst b und dann zu dieser ver-
einigten Grosse (a + &) die Grosse c.

2) @ 4+ & =54 + a, d. h.: Man erhilt dasselbe Resultat, mag man & zu @
oder a zu & hinzufiigen.

Um die Summen von mehrmals gesetzten Grﬁssen, also ihre Vielfachen zu
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bezeichnen, haben wir ein frither durch formale Verkntipfungsgesetze gebil-
detes Zeichensystem angewandt. Es musste dabei weiter der Satz angewandt
werden, .

3) dass, wenn a = Ae, b = Be, auch (@ + b) ein bestimmtes von der
Natur von e unabhingiges Vielfaches von e ist, welches wir als das (£ + B)-
fache bezeichnen konnten, indem wir unter diesgr Verbindung (4 4 B) eben
vermoge der beiden Grundsitze 1) und 2) die in §. 9 formal definirte Addition der
Grossen verstehen konnten., Diesen Satz kann man in einer deutlicheren
Sprache 8o ausdriicken: Ist a = fe,b=Be und a’' = A€, ¥’ = B¢, s0
ist (@ 4 &) von e dasselbe Vielfache als (a’ 4 &') von ¢’ und in dieser Form
wird der Satz von EvkLip V, 2, exponirt.

Diese 3 hier angefiithrten Grundsitze haben durchaus den Charakter der
notiones communes, Sie werden durch eine Explication vollkommen evident,
gelten fiir alle Grossengebiete nach der reinen Anschauung der Grisse, und
konnen, ohne ihren Charakter einzubiissen, in Definitionen verwandelt werden,
* indem man sagt: Unter der Addition von Gréssen versteht man eine Operation,
welche diesen 3 Sitzen geniigt. *

‘Was nun die Multiplication von Zahlen in der Grossenlehre und insofern
" sie ein Vervielfachen bezeichnen, angeht, so erfordert sie den Satz: 4 (Be) =
(4 B)e; d.h. wenn b= Be, a= Abund ¥ =B¢, a’' = AV, s0ist a .
dasselbe Vielfache von ¢ als o’ von ¢. Dies beweist Eukrip V, 3, indem er
dabei den Satz benutzt:
4) Ab+ 4c= A4 (b + c), der in den Elementen V, 1 explicirt ist.
Sieht man die Beweise der Lehrsatze V, 1.und 2 bei Eukrip genauer
an, so wird man sie von wesentlich anderem Charakter finden, als er allen
- iibrigen Beweisen seiner Elemente zukommt. KEs sind gar keine Beweise,
denn es fehlt ihnen der logische Vordersatz; Folgerungen werden gezogen, die
auf keinen Grundsatz zuriickgefithrt werden; es sind keine Deductionen, son-
dern Expositionen oder Inductionen in der Sprachweise der Empiriker.
Versucht man aber die fehlenden oberen Primissen zu erginzen, so findet man
keine anderen, als die von mir unter 1), 2) angefithrten associativen und com-
mutativen Principien, die man in versteckter Weise wohl in dem 2. Grundsatze
des Evkrip enthalten, ansehen kann. Ich meine aber, dass eine im Sinne der
Alten vollkommen strenge und wissenschaftliche Behandlung der Gréssenlehre
iiberhaupt, das associative und commutative Princip bei der Addition, sei
es nun als Definition dieser oder als eigentlichen Grundsatz, nicht entbehren
kann. Beide werden ﬁbngens bei der Behandlung discreter Grossen streng
genommen in das einzige Axiom

) Adet+ B+ le=(A+Be+1le
zusammengefasst werden konnen (vergl. §. 9).
Durch die Annahme dieser beiden Grundsitze wiirde ibrigens die Zahl

derselben nicht vermehrt werden, da man mit ihrer Hilfe die EvkrLip’schen
Axiome 1 —9 theilweise aufeinander reduciren kann, was ohne sie aber nicht,
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wie man zuweilen gemeint hat (s. z. B. ML, a. a. 0. XXIV, §. 5), még- -
lich ist.

Doch muss ich bemerken, dass ich die Untersuchung iiber die Zahl und
die Form der Axiome, welche der Gréssenlehre noch hinzuzufiigen sind, mit
vorstehenden kurzen Bemerkungen nicht erledigt haben will. Es wiirde die
erschopfende Losung der Frage uns von unserem Ziele allzuweit entfernen, da
in diesem Werke die Lehre von den Grossen nur insoweit von Interesse ist,
als sie in Beziehung mit der rein formalen Mathematik tritt. Letstere kennt
weder alrnueate, noch xoevet Evvored ; ihre Operationen sind an sich willkithr-
lich und die Richtigkeit ihrer Schliisse hingt von der Moglichkeit und erk—
lichkeit jener Operationen iiberall nicht ab.

§. 15.
Die rationalen Zahlen in der Griéssenlehre.

Sind a, b zwel gleichartige Grossen, d. h. also solche, welche
vervielfiltigt einander iibertreffen konnen, so fragt es sich,-ob man
die eine derselben 4 so wvervielfaltigen konne, dass ihr Vielfaches

) o Xb=ua 0))
wird. Haben @, 4 ein gemeinschaftliches Maass, von dem
sie Vielfache sind, d. h. ist a =M ¢, 6 = N e und ist die Gleichung

XN=M"
in ganzen Zahlen X auflisbar, so ist auch die Auflésung jener

Gleichung (1) oder
XNe=Me

gefunden. Kann aber die Gleichung X N = M nicht in ganzen
Zahlen aufgelost werden, sondern nur durch eine gebrochene Zahl

o xe
im Sinne des §. 11, so fragt es sich, wasman unter dieser Opera-
- tion M}, 2u verstehen habe.
Dazu denken wir uns die Einheit e beheblg, z. B. in N Theile

1
5 ¢ 80 dass

N (% e) = e oder auch l N e = e und iiberhaupt %; N=1 ge-

zerlegbar und bezeichnen einen derselben mit

setzt werden darf Unter M ( ) hat man dann iibereinstimmend

N°€
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mit unseren Bezeichnungen in §. 14 diese Grosse + N & Mmal ge-
setzt zu verstehen. Dass

a (3¢) — Lue,

folgt unmittelbar aus®der Natur der actuellen Theilung und Ver-
vielfachung, und wenn wir

(o) = () =¥

setzen, so ist, um die Uebereinstimmung dieses Zeichens ; mit dem

in §. 11 eingefiihrten nachzuweisen, nichts weiter erforderlich, als
dass die allgemeinen Gesetze, welchen diese gebrochenen formalen
Zahlen unterliegen, jetzt als nothwendige Folgen des Theilungs-
begnﬁ'es dargethan werden. .

Man vergleiche in Hlnswht dieses Beweises in's Besondere Evkvrip VII
und VIII. Buch, sowie Grassmaxx’s Lehrbuch der Arithmetik Art.
130 u. ff. Ich beschrinke mich aunf diese Hinweisung, da hier in der That
keine irgend welche neuen Principien eintreten, denen héheres wissenschaft-
liches Interesse zukime, und ich iiberhaupt darauf verzichtet habe, die An-
wendung der Zahlen in der Grossenlehre ganz systematisch und der tieferen
Natur des Gegenstandes entsprechend, ausfiihrlich zu behandeln. —

Man pflegt die Verbindung einer formalen Zahl mit einer Grosse e, .{ e
als eine Multiplication anzusehen, was dadurch gerechtfertigt ist, dass das
distributive Princip zum Theil in den Gleichungen -

(A+ B e=Ade+ Be, AbG ¥+ =40+ 4c

enthalten ist. Ebenso sieht man die Losung X = % der Gleichung X a = b

als einen Quotienten an. Wenn gleich dieser Ausdrucksweise nichts wider-
spricht, so ist sie doch von geringem Werthe, da jener Multiplication keine
Addition einer formalen Zahl _4 und einer Grésse a entspricht; denn 4 4 a
hat keine Bedeutung; zu jener Division zweier Grossen aber gibt es im Allge-
meinen keine entsprechende Multiplication a. b.

" Man nennt 4 ¢ eine benannte Zahl, ein Ausdruck, den wir jedoch um
allen Verwechselungen zu entgehen, nicht weiter anwenden werden; in unserer
Sprachweise wirde 4 ¢ eine actuelle Zahl heissen, withrend die Zahl, die
man in der Arithmetik gemeiniglich als absolute bezeichnet, in gewissem

. Sinne mit unserer formalen zusammenfillt. .

Man sieht, wenn man das bisher erliuterte zusammenfasst:
Wenn  irgend eine ganze oder gebrochene ratlonale formale Zahl
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bezeichnet, so wird durch A4 e eine actuelle mit e vorzunehmende
Operation angedeutet, welche, wenn die Grosse e eine willkiihrlich
theilbare ist, immer ausgefiihrt werden kann, und auf eine be-
stimmte neue Grosse filhrt. Die Operation der realen Addition
zweier Grossén A e, B e, sowie das Vervielfachen und Theilen der
Grosse 4 e, konnen ersetzt werden durch die formale Addition,
Multiplication und Division formaler Zahlen, der Coefficienten 4, B.

§ 16.
Die irrationalen Zahlgm.

Im Vorstehenden haben wir die Gleichung.
A Xb=ua
unter der. Voraussetzung, dass b und ¢ commensurabel sind, auf-
gelost. Sind aber diese gleichartigen Grossen @, 4 incommen-
surabel, so gibt es in unserem Systeme iiberhaupt keine Zahl,
welche die Aufgabe 16st. .Man kann dann rationale Zahlen M, N

so bestimmen, dass
M

-kleiner als irgend eine gegebene kléine Grosse ist. Die Operation,
welche durch X dargestellt wird, kommt also der Theilung und

Vervielfa.chung, welche in %’ ausgedriickt ist, im Resultat so nahe
als man will, ohne jedoch je mit ihr zusammenzufallen. Da X 4
als eine, mit %l b verwandte Operation erscheint, so nennt man X

ebenfalls eine Zahl, eine irrationale, fiir welche in unserem
Systeme kein Zeichen vorhanden ist, und welche eben nur durch

X = %— bezeichnet werden kann.

Ausser dieser Aufgabe, der Division incommensurabler Grossen,
gibt es noch eine unbegrenzte Anzahl anderer, z. B. Wurzelaus-
ziehungen, Grenzwerthe von unendlichen Summen, Producten,
Kettenbriichen u. s. w:, welche in unserem Systeme der rationalen
Zahlen einer Losung nicht fihig sind. Wenn es aber rationdle
Zahlen gibt, welche der gestellten Forderung beliebig genau ge-
niigen, so wird man die Aufgabe als durch eine irrationale Zahl
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losbar ansehen, der an der zu Grunde gelegten Einheit eine Opera-
tion entspricht, welche Thellungen und Velwelfaltlgunﬂen wenig-
stens verwandt ist.

Das Princip der Permanenz wird uns hier sofort die Bedeutung
der Summe, des Productes von irrationalen Zahlen mit um so
grosserer Leichtigkeit geben, als das Resultat der Verkniipfung von
irrationalen Zahlen unter einander oder mit rationalen, dem Resul-
tate der entsprechenden Verkniipfung beliebig naher rationaler
Zahlen auch immer beliebig nahe kommen muss. Eine einfache
Exhaustionsmethode, bei deren Ausfiilhrung wir hier nicht zu ver-
weilen brauchen, gibt dann den Satz, dass fiir irrationale Zah-
len genau dieselben Operationsregeln als fiir rationale
gelten. Somit ist mit einem Schlage die in §. 12 gelassene Liicke
erginzt. :

Die rationalen Zahlen im Verein mit den zwischen sie inter-
polirten und ihre Reihe zu einer stetigen vervollstindigenden irratio-
nalen nennt man die reellen Zahlen.

Die von einer irrationalen Zahl geforderte Operation kann als méglich
gedacht werden, wenn das System der gleichartigen Gréssen, mit dem wir
operiren, ein stetiges ist. Dann wird es eine Reilre von Zahlenoperationen

geben, welche, so lange sie noch nicht in’s unendliche fortgesetzt ist, immer
noch von der verlangfen abweicht, aber ihr immer und unbegrenzt niher

“ kommt. Die verlangte Operation kann danp durch die ideale Vollendung einer

1}

unendlichen Reihe von Zahlenoperationen ausgefithrt gesetzt werden. Inso-
fern nun eine solche unendliche Fortsetzung eben in ihrer Vollendung unfass-
bar ist, und jederzeit auf einen Widerspruch fithrt, miissen wir behaupten;
dass die irrationalen Zahlen unmdglich sind, so lange nicht ein Mittel gefunden
ist, solche auf andere Weise als durch Theilupg und Vervielfachung und iber-
haupt durch Zahlenoperationen darzustellen. Ein solches Mittel bietet
nun die Geometrie in ihren von jedem Zahlbegriff unabhingigen Gréssen-
operationen dar, aber nur indem sie den Begriff des Stetigen, in dem eben
jener Widerspruch versteckt ist, als einen gegebenen ansieht Das reine, von
jeder Anschauung losgeloste Denkén kann das Unendliche nicht erfassen, die
formale Zahlenlehre nicht das Irrationale. Die Ansch#uung aber bedarf des
Stetigen: Die Geometrie beweist die Existenz des Irrationalen.

Wihrend wir die rationalen Zahlen auf eine gesetzmiissige Weise aus
einer Einheit durch Vervielfachen und Theilen bilden, sie dem entsprechend
principmissig bezeichnen und aus einer geringen Anzahl von Zeichen (im
dekadischen Zahlensysteme von 10) zusammensetzen konnten, so kdnnen die
irrationalen Zahlen durch ein solches Verfahren nicht, sondern nur durch ein
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stetiges Operiren an der Einheit gew nnen werden und entziehen sich daher,
weil sie nicht discret zum Bewusstsein kommen, einer solchen systemati-
schen Bezeichnung mit Nothwendigkeit. Nur gewisse Klassen von

irrationalen Zahlen, z B. 2, :/5, ;/ 2 4 y/2,... welche in cinfachen Be-
ziehungen zu rationalen stehen, konnen wieder nach einem bestimmten Princip
bezeichnet werden. Im Allgemeinen wird man sich irgend welcher Zeichen
fiir irrationale Zahlen bedienen miissen; fiir gewisse Irrationalen hat man in
m, ¢, U. 8. W. recipirte Zeichen, die erst ihre Bedeutung erhalten, indem man
z. B. e durch die unendliche Reihe:
1 1 1 1
8=‘1+'—+§+2—3+m+---

, definirt. Der Begriff der unendlichen Reihe, iiberhaupt der Grenze, ist,
“nachdem wir den Begriff der Gréosse eingefithrt haben, welche schon eine
vollendete an sich ist, und nicht erst durch diesen Summationsprocess erzeugt
werden soll, nicht mehr unzulissig.

Die Alten haben die Schwierigkeit, welche es hat, von discreten Grossen
und deren begrifflichem Ausdruck, den Zahlen als ,,einer aus Einheiten be-
stehenden Menge* (deren }mgenschaften im VIL.—IX. Buche von Eukrin’s Ele-
menten behandelt sind) zu den stetigen Gréssen, welche in einer dem trans-
scendentalen Schema des Extensiven vollkommen adiquaten geometrischen
Form und mit besonderer Riicksicht auf geometrische Grossen, im V.
und X. Buche der Eleménte behandelt sind, iiberzugehen, fiir so gross ge-
halten, dasssie das Irrationale dem Zahlbegriff gar nicht unterordneten, viel-
mehr ausdriicklich behaupteten: ,,Incommpensurable Gréssen verhalten sich
nicht wie Zahlen zu einander“ (Evkrip’s Elem. X, 7, vergl. 8. 65). Die Auf-
hebung dieser Beschrinkung des Zahlbegriffes, die den Alten unmoéglich
schien, seit dem 16. Jahrhundert aber mit grosser, ja man kann wohl sagen,
allzugrosser Leichtigkeit und ohne allen Widerstand durchgefithrt wurde, hat
die Functionenlehre und damit die ganze neuere Mathematik méglich gemacht
und deren Charakter bestimmt. Wenn es wahr ist, dass, wie WHEWELL meint,
das Wesen der Triumphe der Wissenschaft und ihres Fortschrittes darin be-
steht, dass wir veranlasst werdén, Ansichten, welche unsere Vorfahren fir
unbegreiflich hielteri und unfahig waren zu begreifen, fiir evident und noth-
wendig zu halten, so war die Erweiterung des Zahlenbegriffes auf das Irratio-
nale, und wollen wir sogleich hinzufiigen, das Imaginire, der grosste Fort-
schritt, den die reine Mathematik jemals gemacht hat.

$§ 17,
Die negativennZahlen in der allgemeinen Grissenlehre.

Haben wir nun im Vorstehenden die Division vorgenommen,
und wurden wir durch die Absicht, sie allgemein auszufiibren, auf
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die gebrochenen Zahlen gefiihrt, so gehen wir jetzt iiber auf die
Lysis der Addition von gleichartigen Grossen, welche durch A e,
Be ... dargestellt werden konnen, wo 4, B positive Zahlen sind.

" Die Gleichung '

r+ Be—=_A4de
wird stets auflosbar sein, wenn B e < 4 e und gibt x = (4 —B)e,
wo nun diese Differenz ganz den fritheren, formal entwickelten
Regeln geniigt, und
z=(4—B)e=_4e— Be

gesetzt werden kann, Die Differenz (.4 ¢ — Be) wird durch die
actuelle Operation des Wegnehmens der B Einheiten von den .4
realisirt.

Enthilt aber Be mehr Einheiten als _4e, so ist ein solches
Wegnehmen im eigentlichen Sinne nicht mehr zuldssig, wenigstens
dann nicht, wenn man unter ¢ eine eigentliche Substanz versteht.
Bedeutet aber e, dessen Inhalt bis jetzt keinen Bestimmungen
unterlegen hat, eine Relation (zwischen Objecten), deren posi-
tive Setzung ein contriires Gegentheil in der negativen Setzung
hat, so dass eine .4malige positive Setzung sich mit der _4 maligen
negativen im Resultate géinzlich aufhebt, d. h. eine Relation eines
Objectes zu sich selbst gibt, so kann die Subtraction allgemein aus-
gefiihrt werden (vergl. S. 5). _

Bezeichnet man die zu ¢ entgegengesetzte Relation mit (— e)
und deren B malige Wiederholung mit B (— ), wihrend die
urspriingliche Relation mit + ¢ bezeichnet werden kann, so wird
die Gleichung .
x+ Be= _Ade

durch ¢ = 4 ¢ 4+ B (— ¢) in dem Falle, dass Be¢ > 1 ¢ ist ge-
16st. Bezeichnet man aber die Losung der Gleichung ganz allge-
mein mit .4 e — Be, so hat man B (—¢) = — B e oder = (— B)e
zu setzen, wo man im letzteren Falle das negative auf das B iiber-
tragen hat. Hienach darf denn z = (.4 — B) e als allgemeine
Losung jener .Gleichung angesehen werden, wenn die Differenz
(A — B) ganz die in §. 10 formaliter dargestellten Eigenschaften
besitzt, 'und zwar auch die auf die Multiplication beziiglichen. Denn
mag _4 eine positive oder negative Zahl seilz , die Sétze iiber die
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wiederholte Setzﬁng, das associative und distributive Princip wie
sie in §. 14 fiir die absolute Setzung angenommen werden mussten,
gelten jetzt unverindert.

‘Wenn auch der Begriff des Negativen auf vielerlei Arten von Grossen an-
gewandt werden kann (vergl. hieriiber den interessanten Aufsatz von Kant:
Versuch den Begriff der negativen Grossen in die Weltweisheit einzufiihren.
Sammtliche Werke von RosENkraNz und Scausert Bd. I, S.113), so sind doch
vor allen Dingen die riumlichen und die zeitlichen Vorstellungen geeignet,
ihn zur klaren Anschauung zu bringen. Namentlich bietet er sich in dém Be-
griffe der Zeit am natiirlichsten dar. Wenn jedoch HamiLton (vergl. oben
S. 17) meint, man miisse deshalb die ganze Lehre von den Zahlen auf die
Phoronomie basiren, so scheint mir doch, wenn man einmal.das abstracte
Fundament aufgeben will, die Geometrie viel geeigneter, dies zu.liefern; denn
schon das Irrationale, noch viel mehr aber das Imaginire, ist in der Zeit etwas
durchaus nicht Anschauliches, von den vielen anderen Vorziigen der rium-
lichen Anschauung hier ganz abzusehen.

Anmerkung zu dén §§. 14 —<17. Es ist von grosser chhtlgkelt zu
bemerken, dass die erwiihnten §§. keine Eigenschaft enthalten und enthalten
konnen, welche ein, algebraisch gesprochen, additives Setzen von einem multi-
plicativen unterschieden; oder abstracter, das Zeichen A e bedeutet nichts
weiter als eine gewisse an e vorzunehmende Operation, welche gewissen Ge-
setzen geniigt. Es hat daher nichts Widersprechendes, wenn wir statt 4 e
das Zeichen e4 gebrauchen, d. h. wenn wir unter ¢4, A Factoren e verstehen;
denn wenn man die Zahlen 1, 2, 3, ... durch die Reihe:

\

el e! = ¢2, e?e! = ¢3,.
bildet, so darf man
ed +B__ eA eB .
setzen, wo unter (4 + B) die Summe in dem Sinne des §. 9 zu verstehen ist.
Bringt man die Operation B an ¢4 an, so ist

< (e4)? = 4B

zu setzen. Denn die distributive Eigenschaft ist in den Formeln

(e4) B+ 1) == gdB gar

[e(A+B)]1~___. edTl gB Y
erfilllt. KEs ist hienach klar, wie die Gleichung

(e® )x —e4
aufgelost werden kann, und wie auch negative Exponenten zuléssig sind, um
¢4 — 2 in jedem Falle ausfiihrbar zu machen.
Man sieht hieraus, dass es in der That nicht genau war (s. S. 57), Ae als

Product anzusehen. Denn wenn die Bezeichnung e4 dafir angewandt, und
was leicht geschehen kznn, eine diesem Zeichen in seiner algebraischen Be-
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deutung entsprechende reale Operation untergelegt wird, so wiirde jene Ver-
‘kniipfung ganz anderer Natur sein, obgleich sie genau denselben Gedetzen "
unterliegt.

Es liegt hierin zugleich ein Beispiel vor, wie die formalen Zahlen zur Be-
zeichnung von héheren Operationen in einem gewissen Zahlengebiet dienen
konnen, welchen Gesichtspunkt der Operationscalcul weiter zu verfolgen hat
(vergl. 8. 13).

(

8. 18.
Das Operationssystem der Euklid’sehen Geometrie.

Der Begriff der stetigen Grosse, mit dem wir bisher operirt
haben, findet sein anschaulichstes Substrat in geometrischen Ge-
bilden, der Strecke, dem Flichenraum, dem korperlichen Inhalt.
Ein System von Operationen, welches dem der gemeinen arithmeti-
schen 4 Species genau entspricht, und uns iiberdem in den Stand
setzt, auch die Multiplication, die im Allgemeinen in anderen
Grossengebieten nicht ausfiihrbar ist, an jenen geometrischen
Grossen mit gewissen Beschrinkungen zu,vollziehen, liefert uns die
Geometrie des EvkLID: :

Unter einer Summe zweier Strecken a, & versteht man die
Strecke ¢, welche durch deren Aneinanderlegen in gerader Linie
und so, dass eine Strecke ganz ausserhalb der anderen liegt, ent-
steht. Es leuchtet ein, dass dann:

a+b=b+aa+0G+c)=(@+2d+ec

Unter a — b versteht man die Strecke, welche iibrig bleibt,
wenn man & von einem Endpunkte des « an so abtrigt, dass &
innerhalb a liegt; diese Operation ist nur méglich, wenn a > 4.

Wie man die Addition und Subtraction auszufiihren habe, lehrt Evrrip
(Elemente I, 2 und 3). Es scheint mir, die Commutativitit und Associativitit
der Addition der Strecken hatten in strenger Entwickelung als Lehrsitze
aufgefithrt werden sollen. .

Ehe man aber vorstehende Operationen definitiv mit jenen
Namen bezeichnen darf, muss eine der Multlphcatxon entsprechende
Operation definirt werden konnen.

Unter dem Producte .5 verstehen wir das Rechteck, welches
die Strecken a, b zu Seiten hat, und zwar seiner Fliche nach.
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Die distributive Eigenschaft
) ab+c)=ab+ac
beweist Evrrip II, 1 und da man in diesem Sinne ohne weiteres
, ab=ba
setzt, also die Fliche nur insofern beriicksichtigt, als sie von den
Strecken selbst, nicht von ihrer Reihenfolge abhiingig ist, so hat
man auch
a4+ bc=ac+bc .
und es sind somit die Multiplicationsgesetze erwiesen, wenn noch
abe)y=(b)ec
Es folgt aber diese associative Eigenschaft sofort aus der Fest-
setzung, dass a (b ¢) = (a b) ¢ = a b ¢ ein rechtwinkliges Parallel-
epipedum mit den Seitenlingen a, 4, ¢ seinem Inhalte nach be-
zeichnet. Dass dann auch bei 3 Factoren das commutative Princip
erfiillt ist und dass ebenso das distributive Princip gilt, ist ohne
Weiteres klar, wenn man sich noch erinnert, dass man (Evkum I,
42, 43, 44) ein Rechteck stets in ein anderes von gegebener Grund-
linie verwandeln und daher eine Summe von Rechtecken stets wieder
als ein solches darstellen kann. Ein Product von 4 Strecken hat
keine geometrische Bedeutung.

Der Quotient % zweier Strecken muss der Gleichung
. .
T b = Qa
geniigen, kann daher nichts anderes bedeuten, als eine gewisse
Verkleinerung oder Vergrosserung der Strecke 4, so dass eben a
aus ihr hervorgeht, und ist also keine Grosse, —

. Stellt man durch Vervielfachen und Theilen aus einer Strecke e
alle anderen dar, so wird man jede solche

a=Ae ]
setzen konnen, wo _4 eine rationale Zahl ist; zwischen den so erhal-
tenen Strecken liegen noch andere, die mit ¢ incommensurabel
sind und durch _4 ¢ mit irrationalem _4 dargestellt werden.

Ist nun eine solche Darstellung der Strecken durch Zahlen
moglich, so fragt es sich doch, ob das, was wir Summe und Product
zweier Strecken genannt haben, sich auch durch Addition und
Multiplication jener Zahlen ausdriicken lasst.’
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Dass dies bei der Addition der Fall ist, bedarf keiner Er-

Orterung.
So lange .4, B rational sind, kann man leicht zeigen, dass das

" Product der Strecken im obigen Sinne:

ab=_Ade.Be=(A4B)ee
ist, und man schliesst daraus auch auf Giiltigkeit dieser Gleichung
fiir Strecken, die gegen e incommensurabel sind. Ebenso ist immer:

» abc= _ABT.cce
und obige Deﬁmtlon des Quotienten liefert den Satz, dass

Die den allgemeinen formalen Bedingungen der Addition und Multi-
plication geniigenden Eukum'schen geometrischen Operationen
kénnen somit, wenn die Strecken durch _4 e dargestellt werden, wo
A eine positive Zahl bedeutet, durch die gewohnlichen arithme-
tischen entsprechenden Operationen ersetzt werden: In einem Pro-
ducte von 2 oder 3 Grissen sind die Factoren ¢ mit ihren Zahlen-
coefficienten jederzeit vertauschbar. Das System der reellen positiven
Zahlen mit seinen Operationen kann das ganze System von Strecken
~ mit seinen Operationen vollkommen vertreten.

Ich habe mich hier der heute gewdhnlichen Darstellung, welche die irra-
tionalen Zahlen als Grenzfille der rationalen behandelt, anschliéssen zu sollen
geglaubt und zwar einzig aus dem Grunde, um nicht ein Kapitel ein-
schalten zu miissen, welches, den Elementen der Geometrie entlehnt, aller-
dings in einem vollkommen strengen Systeme der Mathematik nicht fehlen
darf, welches aber in diesem Werke nicht von wesentlicher Bedeutung wire.
Doch konnen wir die Bemerkung nicht unterdriicken, dass die heut zu Tage
iibliche Behandlung der irrationalen Grossen in der Geometrie eine der Sache
nicht adaguate ist, insofern sie in der unnatiirlichsten Weise das Zusammen-
gehorige trennt und das Stetige, als welches ein geometrisches Gebilde seinem
Wesen nach erscheint, in die Fessel des Discreten zwingt, welche es dennoch
jeden Augenblick wieder zerreisst. Es gibt nur einen wissenschaftlichen
‘Weg, die Lehre von der Aehnlichkeit, die heute auf die Darstellung der
Strecken in der Form a =4 ¢ und auf die Rechnungsregeln der Zahlen ge-
grindet zu werden pflegt, zu behandeln und dieser ist der von EvkLiD im
5. und 6. Buche seiner Elemente eingeschlagene — ein Weg, der seit lange
nicht anerkannt, ja sogar meistens vollstindig missverstanden worden ist, der
aber an Strenge, Eleganz und Sachgemassheit nicht iibertroffen werden kann.
Auf diesem erscheint das Irrationale als dem Rationalen vollkommen gleich-

Hankel, complexe Zahlen. 5
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artig; die Aehnlichkeitslehre beruht auf einer Definition der Proportion, welche
von jenem Unterschiede ginzlich abstrahirt und abstrahiren muss, weil sie die
Grossen bereits als fertige und nicht durch einen unstetigen Process zer-
stiickte ansieht. Erst aus der Aehnlichkeitslehre ergibt sich der wahre Begriff .
der Zahl 4, welche in der Verbindung A ¢ eine Streckung der Einheit e
in einem gegebenen Verhaltnisse ausdrickt.

Zufolge der Lehre von der Aehnlichkeit muss jede Rélation zvnschen
Strecken «a, &, ... ihren Producten und Quotienten unabhingig von der Ein-
heits-Strecke ¢ sein, durche welché alle Strecken a = 4 ¢, b =Be,... aus-
gedriickt werden, muss also zwischen den Zahlen 4, B, ... selbst stattfinden.
Hierauf beruht die Méglichkeit der Berechnung géometrisch zu-
sammenhingender Gebilde auseinander und daher die Moglichkeit der An-
wendung arithmetischer und algebraischer Satze auf die Geo-
metrie. Wenn Leeenpre (Eléments de Géom. II. Note) umgekehrt aus der
vorausgesetzten Anwendbarkeit der Algebra auf die Geometrie die Aehnlich-
keitslehre ableiten will, so ist dies ein forepor mpoTegoy, vor welchem das Stu-
dium des Evkrip die Wissenschaft hitte bewahren kénnen (vgl. MoBrUs baryc.
Calcul 8. 190 und BrewsTer Uebersetzung der Eléments LearNDrE’s Note IT).

Verliert die Aehnlichkeitslehre ihre Richtigkeit, so ist die Grossen-
beziehung von gesetzmiigsig auseinander construirten Strecken nicht mehr
unabhiingig von der zu Grunde gelegten Einheit, reducirt sich also nicht auf
eine Zahlenbeziehung.

Dieser Fall mit allen seinen paradoxen Forderungen tritt aber ein, wenn
das Evrrip’sche Postulat der Parallelentheorie nicht mehr gilt, in der trans-
scendentalen Geometrie, wie sie von GAauss (bereits im Jahre 1792, s, Brief-
wechsel mit ScauMAcHER, Bd. II, S. 269 und S. 431, Bd. V, 8. 47), von JoHANN
Boryar (Tentamen juventutem stud. in elementa math. ... introducendi, Maros
Vasarhelyini 1832, Bd. I. Appendix) und LoBaTscHEWSKY (Geom. Unters. z.
Theorie der Parallellinien, Berlin 1840) entwickelt worden ist. ,,In dieser
Geometrie gibt es gar keine #hnliche Figuren ohne Gleichheit, z. B. die
Winkel eines gleichseitigen Dreiecks sind nicht blos von 2/; R, sondern auch
" nach Massgabe der Grosse der Seiten unter sich vers¢hieden und konnen,
wenn die Seite iber alle Grenzen wichst, so klein werden, wie man will. ...
Hierin ist aber nichts Widersprechendes, wenn der endliche Mensch sich nicht
vermisst, etwas Unendliches als etwas Gegebenes und von ihm mit seiner
gewohnten Anschauung zu Umspannendes betrachten zu wollen. - Sie sehen,
dass hier in der That der Fragepunkt unmittelbar an die Metaphysik streift.«
(Gauss, Brief von 1831, a. a. 0., Bd. II, S. 269).



FUNFTER ABSCHNITT.

Die gemeinen imaginidren Zahlen.

8. 19.
Formale Theqrie der imaginiren Zahlen. -

Wurden wir von den positiven ganzen Zahlen aus, durch Auf-
16sung linearer Gleichungen auf die negativen Zahlen gefiihrt, so
gelangen wir durch die Absicht, auch die quadratischen Gleichungen
in jedem Falle aufléshar zu machen, nicht allein zu den vorstehends
betrachteten irrationalen Zahlen, welche sich interpolirend in die
Reihe der rationdlen einfiigen, sondern noch zu einer neuen Klasse
qualitativ verschiedener Zeichen:

Wir bezeichnen némlich eine Losung der Gleichung

zr=—1
mit z == ¢, so dass

ti=—1.
Dieses ¢ ist jedenfalls génzlich verschieden von allen reellen Zahlen;
es ist weiter nichts als ein Zeichen fiir ein eingebildetes, mentales
Object, welches man die imaginire Einheit nennt, dessen eigent-
liches Wesen aber in der reinen Theorie ganz unbestimmt bleibt
und bleiben muss, da wir uns in dieser nur mit seinen formalen
Verkniipfungen zu beschéftigen haben, deren Gesetze wir nach dem
Princip der Permanenz bestimmen werden. Dazu nehmen wir an,
dass das Product reeller Zahlen und imagindrer Einheiten asso-
ciativ und commutativ sei und das distributive Princip in der Form
(A + B) i=_47 + B¢ erfiillt werde, so dass der Verkniipfung _4 ¢

mit Recht der Name ,,Product” zugeschrieben werden kann. Wir
. 5%
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nehmen weiter an, dass .4 4+ B¢ = B1 4+ _4 und definiren die
Summe durch:
(A4+B)+ I+ Ji)=(A+I')+(B+J):'
Dann ist, wie man sehr leicht iibersieht, das commutative und
associative Princip bei der Addition erfiillt; denn es ist:
{(A+B?) + T+ 2N (E+Z)={A+T) + (B+.4)}+ (E+ Z7)
=[(4+D+E]+[B+ )+ 2]
=(A+T'+E)+ B+ A4+ 2)7
Definirt man das Product durch:
A4+BOI'+ 40)=AT'+ A4+ BI'i + BAJ7i!
so ist dasselbe ersichtlicher Weise commutativ; ferner hat-man:
(A+B)+ L+ B[+ 40+ U+ 1] =
(A+ O+ B+B)] [+ 1)+ U4+ .0)i]=
=(A+A)I'+I")+(A+A) 4+ 4)+B+B)I+1")+
+(B+B)(4+ L)%
—(ATI'+AAi+BI'S +BA5)+ (AT + AL +BI" i+ B i)
+(AL T+ A4+ BI'i+ B 4i%) .
(A I'+ AL +BI" i+ B A0)
=(A4 +Bi)(I'+ 49)+ (A4 + B+ (I + 47)
+ (AL +B)T+4di)+ (A + B)I" + 49)
und dies ist das distributive Princip. Da nach der Definition
(A + Be) (I + 479)] [E+ Zi]) =
=[AT + (444 BD)i + B 43 [E + Zi]
=ATE+ (AA4E+ BIlE+ AT Z)7 . <
+(A4A4Z+BIr'Z+BA4E)ii+ BA4Ziii,
und das Product '
[+ Bi (T + 49 E + 2]
dieselbe Entwickelung gibt, so ist auch das associative Princip bei
der Multiplication erfiillt.
Wir werden diese Zahlen (.4 4+ B+<) im Folgenden meistens

durch die Buchstaben des kleinen lateinischen Alphabetes a, 3. .
bezeichnen, und sie complexe Zahlen, und zum Unterschiede von
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_anderen die gemeinen oder gew6hnlichen complexen Zahlen nennen.
Es gelten fiir sie nach unseren formalen Bestimmungen, welche
nicht einmal von der Annahme ¢ = — 1 Gebrauch machen, alle
Verkniipfungsgesetze und zwar ausdriicklich auch die commutative
Multiplication, ebenso wie fiir reelle Zahlen, nicht aber die Gesetze, _
welche fiir letztere aus ihrer realen Bedeutung in der Grossenlehre
abgeleitet werden konnen, und welche theilweise, wie z. B. der
Satz 4 A4 > 0 fiir complexe Zahlen ganz ihren Sinn verlieren.
Die fiir reelle Zahlen erwiesenge Eindeutigkeit der Addition findet
auch hier statt; es @ndert sich eine Summe, wenn sich das eine
Glied andert, wihrend das andere constant bleibt. Denn zwei
complexe Zahlen sind nur dann einander gleich :

) A+ Bi=I-+ 47,
wenn .4 = I', B = ; da, wenn dies nicht der Fall wire, aus:
(A—I)+ B—4)¢=0

" sich 7 durch reelle Zahlen darstellen liesse und sein Quadrat nicht

— 1 sein konnte. ’

Es fragt sich weiter, ob ein Product

(A+B)(I' + 4))=E+ Z<
verschwinden konne, ohne dass einer seiner Factoren Null wird.
. Aus der leicht zu beweisenden Gleichung
(A2+B) I+ £)=E+ Z¢

sieht man aber, dass das Verschwinden eines Productes stets das
eines Factors bedingt, wenn die complexen Zahlen reelle Coeffi-
cienten haben urfd die imaginéire Einheit in den Factoren eine und
dieselbe ist. .

Von fundamentaler Bedeutung fiir das vorliegende Zahlen-
system ist offenb#r die Beantwortung der meistens ganz iiber-
sehenen Frage, ob und unter welchen Bedingungen das Zeichen ¢
iiberhaupt ein einziges, bestimmtes ist, d. h. ob die Gleichung
o x = —1 ausser der Wurzel < noch andere haben kann, oder
nicht. Es ist zunichst klar, dass, wenn man mit ¢ eine Wurzel
der Gleichung .- = — 1 bezeichnet, auch x == — ¢ eine Wurzel

derselben ist, und daher die Gleichung

' zx+ 1l=(@ 47 (x— i)

stattfindet.
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An und fiir sich steht aber nichts im Wege, noch andere Zei-
chen x, 4, ... als Losungen derselben Gleichung, also % » = — 1,
AA=—1, ... anzunehmen. Solche Zeichen, welche als neue
imaginiire Einheiten anzusehen wiiren, erhalten aber ihre formale
Bedeutung erst dadurch, dass wir die Regeln festsetzen, nach wel-
chen mit ihnen zu operiren ist. Nehmen wir nun an, dass auch;
wenn  einem dieser Zeichen gleich ist, das distributive Princip
zwischen z und ¢ wenigstens so weit gilt, dass

@+)(z—d)=zet+iz—zi—is

und dass ferner das commutative Gesetz x¢=~1 gilt, so dass
auch jetzt (x 4 ¢) (x — ¢) =z = 4 1, so wird man trotzdem noch
nicht behaupten diirfen, dass zx + 1 =0 nur durch . = + ¢
erfilllt sei, wenn man nicht die zur Permanenz der Gesetze
arithmetischer Operationen wesentliche Bedingung hinzutiigt, dass
ein Product nicht Null werden kénne, ohne dass einer
seiner Factoren verschwindet.

Nur wenn alle diese Bedingungen als erfiillt angenommen wer-
den, kann man die Losung der Gleichung « « 4+ 1 = 0 in jedem
Falle durch eins der Zeichen + ¢ ausdriicken, und ist das Zeichen
oder die Zahl ¢ in ihrer Bedeutung vollkommen bestimmt. Wird
eines dieser Postulate, welche als arbitrire Annahmen er-
scheinen und eben als solche das gewohnliche complexe
Zahlensystem von allen anderen charakteristisch
unterscheiden, fallen gelassen, so kann die Gleichung xx =—1
mehr Wurzeln als jéene + ¢ haben, wie sie denn in der Thatin der
Theorie der Quaternionen, wo alle angegebenen Pedingungen mit
Ausnahme der letzten erfiillt smd unendlich viele Wurzeln besitzt,
vergl. §. 30 und §. 45. .

Jene Bedingung, dass ein Product nur verschwmden solle, wenn
einer seiner Factoren Null ist, liefert sogleich den weiteren Satz,
dass ein Product complexer Zahlen sich jedesmal d@ndert, wenn sich
einter seiner Factoren findert; denn jedesmal, wenn 4 nicht Null und
ab=adb ist, hat man (¢ —a’) 5 =10, so dass a —a' =0,
a = a’. Daraus folgt dann weiter die vollkommene Eindeutigkeit
der Division in dem gemeinen complexen Zahlensysteme, nut Aus-
nahme der Division durch Null.
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Eine Folge dieser Eindeutigkeit ist weiter das eine fundamen-
tale Princip der Algebra, dass eine ganze algebraische Function
fe=a"ta2""+...+a
den Factor (x — x,) besitzt, wenn f x, = 0, und, wenn sie »
solche Wurzeln =z, ... z, hat, die Function nicht fiir noch
irgend einen anderen Werth aus dem gemeinen complexen Zahlen-

systeme verschwinden kann. Denn bringt man sie in die Form:
fe=@—ux)...(@@®— )

so miisste dies Product fiir z = «, ,, Null werden, ohne dass einer

der Factoren Null wiirde, was der Natur unseres Systemes entgegen

ist, wihrend in anderen Systemen, z. B. dem der Quaternionen

neben den n complexen Wurzeln im Allgemeinen noch andere

Waurzeln bestehen konnen.

-Historisches. Es ist hier nicht der Ort, die allmahlige Einfithrung der
imaginiren Gréssen in die Algebra historisch zu verfolgen. In der Mitte des
16. Jahrhunderts traten sie schon bei den italienischen Algebristen als ,,un-
mogliche* auf; der erste, der sie als eigentliche Auflosungen ansah, scheint
ALBERT GIRARD (Invention nouvelle en ’Algébre, Amsterdam 1629) zu sein.
Die Ausdriicke ,reell“ und ,,imaginar in Bezug auf die Wurzeln einer Glei-
chung kommen zuerst in DescarTes’ ,,Géometrie 1637 vor. Man sehe iiber
die altere Geschichte KrteeLs math. Worterbuch. ‘Art. Algebra. Der Name
scomplexe Zahl“ fir 4 + B und der ,Norm* fiir (424 B?) ist von Gauss
in der berithmten Anzeige geiner zweiten Abhandlung iber die biquadratischen
Reste und in dieser selbst, im Jahre 1831 (s. Gauss’ Werke Bd. II) gegeben.
Der Name des ,,Moduls* fiir ;/ "4* + B® findet sich zuerst bei ARgaND 1814
(@ergonne’s Ann. Bd. V, S.208). Der Name ,reducirte Form* fiir die
Darstellung .4 4+ B¢ =1 (cos ¢ + ¢ sin¢) ist von Cavcry (Cours d’analyse
1821) eingefithrt. Wir werden den Factor (cos ¢ + ¢ sin ¢) hidufig den Rich-
tungscoefficienten nennen.

‘Waren die complexen Zahlen auch besonders in Evrer’s Hinden zu einem
miichtigen analytischen Werkzeug, und in der Algebra unbedingt nothwendig
geworden, und hatte auch Cavcuy schon eine Theorie ihrer Functionen weit
ausgefiihrt, so blieben sie doch ,,noch immer weniger eingebiirgert als nur ge-
duldet, und erschienen also mehr wie ein an sich inhaltleeres Zeichenspiel,
dem man ein denkbares Substrat unbedingt abspricht, ohne doch den reichen
Tribut, welchen dies Zeichenspiel zuletzt in den Schatz der Verhiltnisse der
reellen Grossen steuert, verschmihen zu wollen“. Gauss hat das grosse Ver-
dienst, durch seine priicise Darstellung (1831 a. a. 0.) und seine gewichtige
Autoritit alle Bedenken gegen ihre Einfihrung vernichtet zu haben. Was
aber die imaginire Einheit eigentlich sei, ob eine mégliche oder unmdgliche
Grosse, eine Zahl, ein an sich nichts bezeichnendes Symbol,, ein Affectzeichen,
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oder was sonst — mit einem Worte, die wahre Metaphysik des Imaginiren liegt

in den meisten Darstellungen bis heute sehr im Argen und eine Begriffs- und

Sprachverwirrung, wie die S. 14 dargestellte, kehrt nur allzuoft wieder. Es
ist hier nicht méglich auf die unzihligen Expositionen des Begriffes des Ima-
giniiren einzugehen und die von mir systematisch durchgefiihrte Ansicht pole-
misch zu vertreten; mehr oder minder kommmen ihr viele scheinbar sehr nahe.
Wie bedeutend sich aber meine Darstellung von der gewéhnlichen, der Sache
nach, unterscheidet, wird schon zur Geniige aus dem einen Umstand ersehen,
dass eine Untersuchung iiber die- charakteristische Bestimmtheit des com-
plexen Systemes, durch die arbitrire Bedingung, dass ein Product nur durch
das Nullwerden eines seiner Factoren verschwinden solle, nirgends gefunden
wird, obgleich ohne sie kein klarer Begriff von seinem Wesen erlangt werden
kann. Es fehlt eben meistens an einem allgemeinen Gesichtspunkte; erst

durch die Behandlung der gewdhnlichen imaginéren Zahlen nach denselben .

Principien und in Gemeinschaft mit den héheren complexen Zahlen kann ihre
wahre Bedeutung in das volle Licht gesetzt werden.

Die schon 8. 17 erwiihnte Theorie Sir W. R. HamiLTon’s besteht kurz in -

Folgendem: Wihrend sich die gewohnliche allgemeine Arithmetik mit den
reellen Zahlen selbst beschaftigt, so kann man eine weitere Algebra der
,couples* (4, B) aufstellen, deren Verkniipfungsgesetze willkiihrlich gewéahlt
werden kénnen, nur mit Riicksicht darauf, dass sie im Falle B —= 0 mit denen
fiir (4, 0) = 4 zusammenfallen. Man setze

(A4, B)+ (I 4) = (4 + T, B+ 4)

(4, By (Iy A) = (AT — BA, A4+ BI)
Dann ist

also konnte (0, 1) = J/—1 =1 zur Abkiirzung gesetzt werden, obgleich es
rithlich erscheint, (0, 1) beizubehalten, da in diesem couple nicht einmal der
Schein irgend einer Unméglichkeit vorhanden ist.
Die Auflésung einer quadratischen Gleichung wird so auf die Ermittelung
zweier reeller Zahlen, X, Y hinauskommen, welche der Gleichung
(X, Y + (4, B) (X, Y) + (I, 4) = (0,0)
geniigen. Daraus folgt
X3 — Y24+ 4X—BY+T=0

2XY+ AY+BX+4=0
also z. B. fur die Gleichung

(X, Y+ 4(X,Y)+I=0

X'— Y 4+ AX+T=0,2XY+4Y=0.

Ist § 4% —- r> 0, so nimmt man den Factor Y = 0 aus der zweiten
Gleichung und 16st dann die Gleichung

X'+ 4X+T=0

speciell
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in ihre reellen Wurzeln auf. Ist } 4? — I <0, so nimmt man den anderen
Factor 2 X 4 _£ =0 und erhilt fiir Y die Gleichung

_ Y:=T -} 4%
also zur Auflgsung der urspriinglichen quadratischen Gleichung im ersten kalle

(—A + V. L—4r 0)
2 ’

im zweiten

. 2
Das ist HamiLrox’s Gesichtspunkt. Es bedarf aber kaum der Bemerkung,
dass er durch die nothwendige Trennung in einzelne Fille tiberall die Allge-
meinheit der Entwickelung beeintrichtigt, und in’s Besondere die allgemeinen
- Sitze der Functionentheorie, welche wesentlich auf einer unbeschrinkten
Variabilitit Einer Verinderlichen beruhen, sich nur widerstrebend dieser
Fassung unterordnen wiirder.

Ganz derselbe Vorwurf einer der Sache nicht adiquaten Behandlung trifft
die in dem ,,Mémoire sur la théorie des équivalences algébriques, substituée &
la théorie des imaginaires* (Exercices d’anal. et de phys. math. Bd. 4. 1847.
8. 87) gegebene allerdings scharfsinnige Theorie CaucHY’s, die er zum Ersatze
seines fritheren Galimatias (s. S. 14) vorschlug; und die neuerdings von
GrunerT wieder in grosster Ausfithrlichkeit (s. Archiv d. Math. u. Phys.
Bd. 44, No. 26, 27, Bd. 45, No. 29) behandelt worden ist. Er betrachtet in dieser
nur reelle Grossen; es ist ihm ¢ eine solche und zwar allgemein reelle Ver-
anderliche. ,Aequivalent heissen ihm zwei ganze Functionen von #, wenn
sie durch (¢® 4 1) getheilt, beide denselben Rest lassen. Dann ist in diesem
Sinne :

)]

i‘“El, "4n+lEi’ i‘u+25_1’ ,‘4n+a_:—__,’
Man hat, weil ¢ reell ist:
e+B)y+di)=ay+(@d+7)i+ g

und somit:
e+ Bi)(y+d)=ay—pd+ (@d +8y) .

Es werden diese Bemerkungen geniigen, um das Wesen dieser Methode in’s
Litht zu setzen, welche neben den schon angefiihrten wesentlichen Nach-
theilen noch den besitzt, tiberall eine Entwickelbarkeit nach Potenzen von ¢
vorauszusetzen.

8. 20.

Die geometrische Addition von Strecken in der Ebene
und im Raume.

In §. 18 wurden Strecken ausschliesslich in Bezug auf ihre
absolute Grosse mit einander verkniipft. Ein anderes fiir die

.

-
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Geometrie dusserst wichtiges System von Operationen erhilt man,
wenn man gleichzeitig Grosse und Richtung verwerthet, und dem zu-
folge zwei Strecken 4 B, E F, allgemein im Raume, dann und
nur dann als gleich betrachtet, wenn sie gleich lang, parallel
und gleichgerichtet sind, also 4 B F E ein Parallelogramm bilden.

Was nun die Addition solcher Strecken betrifft, die durch Be-
wegung eines Punktes von dem Anfangs- zum Endpunkte entstanden
gedacht werden konnen, so betrachten wir zunichst die gleich-
gerichteten Strecken, welche nach dem angegebenen Begriffe der
Gleichheit simmtlich auf eine und dieselbe Gerade verlegt und
Jin dieser beliebig verschoben werden konnen. Sind zwei solche
Strecken A B, E F zu addiren, so wird man E F so verschieben,
dass ihr Anfangspunkt mit 73 zusammenfillt, und £ F = B C
setzen. Als Summe 4 B + B C wird man dann-die ganze Strecke
A C anzusehen haben.

Um zwei irgendwie im Raume liegenden Strecken 4 B, E F
zu addiren, wird man zuniichst £ F parallel mit sich so verschieben,
dass ihr Anfangspunkt nach B kommt, und E F = B C machen.
Dann setzé man (Fig. 1):

AB+ BC=4A4C
und nennt diese Strecke 4 C, um sie von der Summe im fritheren
Sinne zu unterscheiden, wohl auch geometrische Summe
der beiden Strecken 4 B, B (. Die Summe zweier Seiten
eines Dreiecksist seine dritte Seite, oder wenn man
AB+ BC+CA=0 -

schreibt, die Summe der in einerlei Sinn genommenen drei
Seiten eines Dreiecks ist Null )

Dass dieser Additionsbegriff allen formalen Bedingungen der
§8. 6, 7 geniigt, kann leicht gezeigt werden. Zunéchst ist

o a+b=0b+ a;

D a ’
dennseia=AB, b=BC,so0ist a4+ b=A4C;
Y/ ¢2% [b  vollendet man dasParallelogramm, dessen Diago-
=l nale 4 C ist, so dass a = D C, 6 = A D wird,

sohat man b + a=A4D + D C = AC. Die
Fig. 1. Addition ist also commutativ. )
Dass sie associativ ist, geht aus folgender Betrachtung hervor:

A
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, Es seien die drei Strecken (Fig. 2) so aneinandergefiigt, dass sie

die Seiten 4 B, B C, C D eines Parallelepipedum bilden, dann hat
' man a+b=AB + BC= AC
und

(@46 4+c=AC+CD=AD
Fernerist b+ c=BC 4+ CD=DBD
also . . :
4 a4+ (b+¢)=AB+ BD=AD.

Fig. 2. Auch ist die Summe durch ihre

Summanden eindeutig bestimmt und #ndert sich, wenn sich eines
der Glieder dndert, withrend das andere constant bleibt.

Was die Differenz zweier Strecken (« — &) betrifft, so muss
ihrer Definition nach (¢ — &) + & = e sein. Wird nun (Fig. 3)
' b=AD, a=A B gesetazt, soist die Strecke (a-—0b)
¢ sozu bestimmen, dass 4 D 4 (¢« — b) = A B;
das aber gibt a — &6 = D B.
Die Differenz zweier Strecken
AB— AD=DB

ist also die Strecke, welche, wenn man die 2u

_subtrahirende Strecke 4 mit ihrem Anfangspunkte an den Anfangs-
punkt von @ bringt, den Endpunkt ersterer mit dem Endpunkte
letzterer verbindet.

Eine solche, die Differenz darstellende Strecke existirt stets,
was auch ihre Glieder seien. Man kann also wie in §. 6 jede
Differenz in eine Summe verwandeln, wenn man negative Strecken
einfiihrt. Bemerkt man, dass die Strecke 4 4 = 0, so hat man
O0—AD=DAoder DA = — AD, zu setzen. Eine einer
anderen entgegengesetzt gerichtete Strecke ist also die negative
der ersteren.

Vermoge der Gleichheit aller parallelen und an Linge gleichen
Strecken, kann man sie simmtlich von einem Punkte O ausgehend
denken (Fig. 4) und a.= 0 4,5 = O B, ... setzen, so dass man
auch die Strecken sich durch diese Endpunkte 4, B, ... vertreten
denken kann. Man erhilt so die Summe O 4 4+ 0 B= 0 C,
indem man das Parallelogramm B O 4 C construirt; die Differenz

Fig. 3.
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0 A— OB=0D aber, indemman OB =58 O
""""""""""" macht und das Parallelogramm B0 4D voll-
{ - endet.

Dass man unter einer Strecke a a, wo a eine
reelle positive oder negative Zahl bedeutet, eine
solche zu-verstehen habe, welche dieselbe oder
; die entgegengesetzte Richtung von « hat, und
D deren Grossenv®rhiltniss zu @ durch den ab-
soluten Werth von a bestimmt wird, liegt auf

Fig. 4.
der Hand.
Haben wir nin nachgewiesen, dass unser Additionsbegriff allen formalen

Bedingungen geniigt, so muss doch gefragt werden, wie man zu ihm gelange,
ob es der einzig mogliche oder nur einer unter vielen sei. ‘

Das Wesen der actuellen Addition von einfachen Grossen kann in seinem
weiteren Begriffe etwa 8o gefasst werden: Durch die Addition werden zwei Ob-
jecte, welche durch ein und dasselbe Element in seinen Verinderungen, seien
diese nun stetige oder unstetige, erzeugt werden, synthetisch so verbunden,
dass als Resultat ein neues Object erhalten wird, welches durch eine Ver-
anderung des erzeugenden Elementes auch direct gebildet werden konnte.
Sehen wir daher als Grundelement einen Punkt an, der durch seine Bewegung
ejne Strecke erzeugt, so fithrt uns jener allgemeine Begriff der actuellen
Addition sofort zu dem obigen. In rein mathematischer Weise werden wir
den obigen Additionsbegriff durch Verkniipfung von Punkten in §. 33 er-
halten. Hier mag es gentigen, darauf aufmerksam gemacht zu haben, dass
jene Addition auf einer sehr natiirlichen Anschauung beruht und dass sie mehr
als eine, wie man zuweilen gemeint hat, ,,abgekiirzte Bezeichnung* ist; man
miisste denn die ganze reine Mathematik, mit ihrem Calcul, ihrem Algorithmus
und ihren Functionen, auch nur als ,,abgekiirzte Bezeichnung ansehen. Ist
Wissenschaft iberhaupt im nominalistischen Sinne eines ConpiLLAc nur eine
»langue bien faite, so muss sie doch eben ,,bien faite* sein, d h. ihre Begriffe
miissen angemessen sein und einen realen Hintergrund haben, ohne den sie
leer und abstrus bleiben. Reine Verkniipfung von Worten, die willkithrlich
gewihlt sind, kann niemals Wahrheiten liefern, die sich. auf die Dinge selbst
beziehen,

Die Frage nach der Angemessenheit und Wahrheit des obigen Additions-
begriffes, dessen formale Richtigkeit durch die Beweisfihrung des §. ver-
biirgt ist, interessirt mehr als die reine Geometrie, noch die Mechanik.
Denn bleiben wir bei der Darstellung der Strecken von einem Punkte O aus,
stehen, 8q coincidirt die Addition der Strecken mit dem mechanischen Begriffe
der Zusammensetzung von Kriften, welche durch jene Strecken als am Punkte O
angreifende dargestellt werden. Die mechanische Addition von Kriften hat
ihrem Begriffe nach alle Eigenschaften des formalen Additionsbegriffes, die
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associative, commutative und die der vollkommenen Eindeutigkeit. Auf diesen

. Eigenschaften und dem Principe der Homogeneitit, d. h. dem Axiom, dass die

Summe zweier Krifte eine neue Kraft sei, welche sich mit den gegebenen
Kriften proportional dndert, beruhen nun alle jene zahllosen Beweise fiir das
Parallelogramm der Kriifte, von denen ich nur den bekanntesten, den von
Poisson (Traité de mécanique. Bd. I, 8. 43) hier anfihre. Alle diese Beweise
haben etwas Unbefriedigendes, auch wenn sich gegen ihre formelle Richtigkeit
nichts beibringen lisst, so dass man neuerdings sehr geneigt ist, das Parallelo-
gramm der Krifte direct unter die Axiome aufzunehmen.

" Das Raisonnement Porsson’s kann von jeder mechanischen Vorstellung
frei gemacht und rein als ein Beweis fiir den Satz betrachtet werden, dass es
mit Annahme der Homogeneitit, nur die im Text gelehrte Addition von Strecken
gibt. Siebt man nun genauer nach, worin das Unbefriedigende seiner Anwen-
dung in der Mechanik liegt, so wird man finden: in der stillschweigend ge-
machten Voraussetzung, dass man Krifte durch Linien darstellen konne —
einer Hypothese, welche sehr viel Unklares enthilt, wenn man Zug- oder
Druckkrifte und deren statische Verhaltnisse im Auge hat. Betrachtet man
aber eine Kraft nur, insofern sie eine Bewegung hervorbringt, und misst sie
durch die Geschwindigkeit, welche sie in einer bestimmten Richtung in der
Zeiteinheit der Masseneinheit ertheilt, so kann man ohne Bedenken Krifte
durch Linien darstellen. Sieht man ferner Kriifte als gleich an, wenn sie
einem bewegten Koérper an verschiedenen Stellen seiner Bahn gleiche und
parallele Geschwindigkeiten ertheilen wiirden, so kann man dies nach unserem
Begriffe der Strecke in den einen Satz zusammenfassen: Kriifte werden durch
Strecken dargestellt. Unter diesen Voraussetzungen kann man dann aus den
oben angegebenen formalen Eigenschaften ihrer Addition das Parallelogramm
der Krifte allerdings ableiten. —

Die Addition der Strecken ist von den Schriftstellern iber die geome-
trische Darstellung der imaginiren Zahlen, zuerst von ArcanD (8. S. 82) ge-
lehrt worden. Unabhingig davon hat sich BeLravitis (Ann, d. scienze d.
regno Lomb. Venet. 1835. Bd. 3) und MoBrus (Mechanik des Himmels. Leipzig
1843) ihrer bedient. '.

8. 21.
Commutative Multiplication-von Strecken einer Ebene.

Konnten wir die Addition von Strecken sogleich fiir den nach
drei Dimensionen ausgedebaten Raum aufstellen, so werden wir

die Multiplication von Strecken im Raume auf den VII. und IX. Ab-"

schnitt verschieben und zuvorderst nur die der Strecken in einer
Ebene betrachten, die wir uns der Einfaghheit wegen simmtlich als
von einem Punkte O ausgehend denken.
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Als Definition setzen wir fest, dass die beiden Quotienten der
nach Lénge und Richtung betrachteten Strecken (Fig. 5)
oC_ OF
0B — OE (1
gleich sind, wenn die Dreiecke BOC und EOF
dhnlich sind, also fiir die absoluten Lingen
’ 0B:0C=0E:0F
und fiir die Winkel
. : ZBOC=ZEOF.
Fig. 5. Es sei ferner eine Strecke O U, als Modul
der Multiplication, ein fiir allemal festgesetzt, deren Product oder
Quotient in irgend eine Strecke, dieselbe wieder darstellt, so dass -

0OA
"0—[—] = 0 A.
Dann kann man O 4 so bestimmen
oC OA OC'
al 0 5= 04,

OB~
wenn namlich BOC ~ U ()A oder
0B:0C=0U:04
ZBOC=.U04
Aus jener Gleichung ergibt sich:
00=0A4.0B

Als Product zweier Strecken 0 4.0B erscheint daher eine
neue Strecke O C, so dass CO B ~ 40 U oder iibersichtlicher

00:0B=04:0U, 0C.0U=04.0B (1)

LU0C=LU04A+ L UOB @)

welche zwei Gleichungen leicht .in Worte gefasst werden konnen,

-wenn man den kael UOC die Anomalie der Strecke O C
nennt.

) Das Product zweier Strecken besitzt die Eigenschaft der voll-
kommenen Eindeutigkeit. Nur wenn ein Factor 00 = 0 ist, dndert
es seinen Werth O nicht, wenn sich der andere Factor andert. Der
Fall, dass O B, O 4 in der.Geraden O U ],;egen, erfordert noch eine
Bemerkung, da in ihm das Dreieck 40 U in eine Lmle zusammen-

.
und
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klappt. Man hat dann aus (2), £ UO C = 0 oder = je nachdem
O A, OB gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, und die so-
mit nach der Seite von O U oder der entgegengesetzten aufzu-
tragende Strecke O C wird ihrer Linge nach aus (1) bestimmt.
. Dass das Product commutativ ist, geht unmittelbar aus dem
Anblick von (1), (2) hervor. Es ist ferner:
(04.0B)OD=0C.0D=0E
wenn ’
0C.O0U=04.0B,0C.0D=0E.0OU
LU0C=ZLU0A+ZLUOB,LUOE=,U0C+.LU0D
also: OE.0U'=0A4.0B.0D )
LUOE=LZUOA+ LUOB+ ZUOD
woraus die Associativitéit jenes Productes sofort hervorgeht.
Man setze (Fig. 6)
04.0C=04, 0B.0C=0F8
04 4+ 0B =0D,044+0B=01D
Dann ist nach 4, 5, 6in §. 7:
o4 _ o4
OB OB
also 04’ B' R0 AB,woraus 04’ D'~ 0AD
folgt und daher

0D :0D=0A4:04=0C:0U
Fig. 6. * ferner
LDOD=LA04A=C0U
oder LU0D =ZU0U0C+ZU00D

Hieraus folgt O D' = OU..()D oder zufolge der Bedeutung von
0D, 0D das distributive Princip:
0A4.0C+ 0B.0C=(0A+ OB) 0C

Es treten hier wieder ahnliche Fragen wie am Schlusse des vorigen §.
auf: Zur Definition des Quotienten gelangt man durch die Bemerkung, dass
jede lytische Verkniipfung zweier Objecte ihre gegenseitige Relation darstellt.
So war O4A — O B = B A die B und A verbindende Strecke (arithmetisches
Verhiltniss der Alten) und unter O 4: 0 B wird man (entsprechend dem geo-
metrischen Verhiltnisse) ihre Beziehung verstehen, soweit sie durch den geo-
metrischen Charakter des Doppelschenkels A O B bedingt wird Dieser findet

|
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aber seinen Ausdruck in dem Verhiltniss der beiden Schenkellingen und dem
von ibnen gebildeten Winkel.

‘Will man den obigen Begriff des Productes zweier Strecken einem allge-
meineren subsumiren, so wird man sagen kénnen: Unter dem Producte zweier-
Objecte versteht man ein neues Object, welches sich zu dem einen Factor ver-
halt, wie der andere Factor zum Modul (der Einheit) der Multiplication; oder:
das Product entsteht aus dem einen Factor gerade so, wie dieser aus der Ein-
heit der Operation. e

Die actuelle Multiplication ‘erscheint in der Lehre von den einfachen
Grossen eigentlich nur als eine wiederholte Addition; als solche-kann die hier
auseinandergesetzte Productenbildung auf keine Weise "angesehen werden.
Vielmehr bedarf jener Begriff actueller Multiplication zuvor einer Erweiterung
etwa in der soeben gegebenen Weise; diese ist aber keineswegs die einzig
mogliche; denn es kann bei dieser Erweiterung der Accent auch darauf ge-
legt werden, dass ein Product von Objecten (Strecken) der Complex von Ob-
jecten (Strecken) sein soll, welche entsteben, wenn der eine Factor von simmt-
lichen Elementen (Punkten) des anderen Factors (der anderen Strecke) stetig
erzeugt wird. So erhilt man, indem man nur die absolute Grésse der Strecken
beriicksichtigt, das Evkrip’sche Product, und, wenn auch deren Richtung
gleichzeitig beachtet wird, eine incommutative Multiplication, die wir in §. 36
vortragen werden. N

8. 22,

Darstellung der gemeinen complexen Zahlen in
einer Ebene.

Wir haben in den letzten §§. ein Operationssystem in Bezug
auf Strecken einer Ebene kennen gelernt, welches vollstindig die-
jenigen Eigenschaften aufweist, welche die Zahlen (.4 + B<) des
§. 19 besassen. Es werden daher letztere als Reprisentanten von
Strecken anzusehen sein, welche vony dem Punkte O, dem Null-
punkte ausgehen. Die Strecke O U vertritt die Stelle der numeri-
schen Einheit, da eine Multiplication mit derselben nichts an einer. .
Strecke éndert; die Einheit ¢ wird vermége ihrer Definition

+1lit=1e¢:—1
als geometrische mittlere Proportionale zwischen 4+ 1 und — 1 er-
scheinen und nach (1*)in §. 21 eine Strecke von der absoluten Lingen-
einheit, senkrecht auf der Strecke O U bedeuten. Es leuchtet ein, dass
es an und fiir sich génzlich unbestimmt bleiben muss, welche der
beiden auf O U senkrechten Geraden man als +- ¢ anzunehmen hat.
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Ist aber einmal die eine derselben OJ als + 7 angenommen, so

ist die entgegengesetzte die — 7. Man nennt die Gerade O U die

reelle Axe, die O J die imaginire

Axe uwiid nimmt beide positiv in die-

A _A-Bi sem S_inne (Fig. 7); alle positiven und

negativen reellen Zahlen finden auf

J] B jener ersten, alle rein imaginiren auf

+ der letzteren ihre Darstellung. Eine

Sd > von O ausgehende Strecke erscheint

-4 dann als die Diagonale eines Recht-

eckes, dessen Seiten 4, B¢ sind, und

in (4 + BY) vereinigt, die der Strecke

entsprechende Zahl geben. Jeder

Fig. 7. Strecke entspricht daher, wie dies

zu einer adiquaten Reprisentation eines Zahlensystemes nothwendig

ist, nur eine einzige complexe Zahl, und jeder solchen nur eine
einzige Strecke.

Es bedarf kaum der Bemerkung, dass man die complexen
_Zahlen auch als Reprisentanten der Endpunkte der Strecken
ansehen kann, wodurch man dann in jenen eine systematische
Nomenclatur fiir alle Punkte einer nach zwei Dlmensmnen ausge-
dehnten Ebene besitzt.

In wiefern diese Beziehung des complexen Zahlengebietes zu einem
geometrischen Gebilde als Beweis der Moglichkeit des ersteren angesehen
werden kann, ist schon S. 7 auseinandergesetzt worden. Nach unserer Auf-
fassung ist die geometrische Repriisentation ein dem formalen Schema des
gemeinen complexen Zahlensystems, zwar dem Begriffe nach nicht unbedingt
wesentliches, aber doch vollkommen adiquates Phinomen im Raume, in der
Anschauungsform des zusammenfassenden Denkens, welche sich mit psycho-
logischer Nothwendigkeit allen unseren abstracten Vorstellungen als concretes
Abbild beigesellt. Das stetige Nebeneinander in seinem widerspruchsvollen
oder mindestens unklaren Begriffe bedarf zu seiner Behandlung nothwendig
der riumlichen Anschauung, und so hat sich auch der Begriinder der
Theorie der Functionen complexer Veriinderlichen in ihrer abstractesten Form,
RieMANN, nicht gescheut, von der geometrischen Reprisentation complexer
Variabeler nicht nur einen beildufigen, sondern durchgehenden und wesent-
lichen Gebrauch zu machen.

Historisches. Schon WarLis (Algebra, Opera math Bd. II, 1693. Cap.

66—69) bemerkte bei der algebraischen Lésung von geometrischen Problemen
Hankel, complexe Zahlen. 6
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den merkwiirdigen Umstand, dass, wihrend diese unter gewissen Grossenver-
hiltnissen auf reelle Punkte einer Geraden fithrten, unter anderen Verhalt-
nissen, in welchen sie im eigentlichen Sinne unmdéglich waren, an Stelle jener
Punkte andere, ausserhalb der Geraden gelegene traten, welche das Problem
in einem einigermassen veréinderten Sinne 1dsten, und dass dabei die reellen
Grossen auf einer, die imaginiren auf einer dagegen senkrechten Geraden dar-
gestellt werden missten. Die imaginire Grosse ist ihm ,,die mittlere Pro-
portionale zwischen einer positiven und negativen Grosse.“ Spiter wurde etwas
ahnliches von Heinrice Kvmn (Novi comm. acad. Petropolitanae, Tom III
1753. S. 170) bemerkt; doch halt es schwer, den eigentlichen Inhalt der 53
Seiten langen Abhandlung zu entrithseln. Ein anderer ungenannter Autor
(8. Miscell. Taurinensia. 1759. Tom. I, 8. 122), sowie ,,ein bescheidener Ge-
lehrter Hexr: DoMINiQue TrukL (s. Cavchy, Exercices d’Analyse et de phys.
math. Bd. 4, S. 157) stellte seit dem Jahre 1786 die imaginiren Grossen auf
einer zu der reellen senkrechten Geraden dar. Einen héheren Standpunkt
als seine Vorginger nimmt auch Bu£E in seinem Mémoire sur les quantités
imaginaires (Phil. Trans. fiir 1806, S. 23—88) nicht ein.

Der erste, welcher die Darstellung der imagindren Zahlen (£ <+ Bz) durch’
Punkte einer Ebene und die entsprechende geometrische Addition und Multi-
plication lehrte, war ARGAND, der'sie im Jahre 1806 in einer besonderen Schrift
,,Jissai sur une maniére de représenter les quantités imaginaires, dans les con-
structions géométriques* (Paris) aufstellte, die indess erst durch einen Aufsatz
von J. F. FRANGAIS (GERGONNR'S Annalen, Bd. 4, 1813—14, S. 61) und einen .,
dadurch veranlassten AraaND’s (a. a. O. S. 133, sowie einen zweiten, Bd. V,
8. 197) zur allgemeineren Kenntniss kam. In diesen Aufsitzen ist die ganze
Theorie so vollstindig abgehandelt, dass spiter etwas wesentlich Neues nicht
hat gesagt werden kénnen, und wenn sich nicht noch eine Abhandlung friiheren
Datums beibringen lésst, so ist ARaanD der wahre Begrinder der Dar-
stellung des Complexen in der Ebene.

Selbst in Frankreich aber scheint dieselbe trotz ihrer Publication in einem
allgemein verbreiteten Journal nicht geniigend bekannt geworden zu sein.
Denn 1828 trat C. V. Mourey wieder mit derselben hervor (La vraie théorie
des quantités négatives et des quantités prétendues imaginiaifes, Paris; im Jahre
1861 ist eine zweite Ausgabe daselbst erschienen) und in England Jomn
‘WagzeN (Treatise on the Geometrical Representation of the Square Roots of
Negative Quantities, Cambridge 1828, sowie in zwei Abhandlungen der Philo-
sophical Transactions fiir 1829 S. 241 und S. 339).

Bekanntlich hat Gauss 1831 (s. Werke Bd. IT, S. 174) dieselbe Idee ent-
wickelt. So gross auch sein Verdienst insofern ist, als sie dadurch zum Ge-
meingute aller Mathematiker wurde, o kommt ihm doch eine Prioritit In keiner
Weise zu. '

Seitdem ist der Gegenstand vielfach behandelt worden in einer Art und
Weise, welche sich von der hier im Texte gegebenen fast iberall wesentlich
unterscheidet durch den Mangel unseres allgemeinen Principes, wonach,
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um die complexen Zahlen durch Punkte einer Ebene reprisentiren zu
diirfen, nichts weiter nothig ist, als die formale Uebereinstimmung der Ope-
rationsregeln herzustellen. Aendern sich die Operationsregeln, go muss ‘man
die Punkte der Ebene durch andere, dl(’SE)l Regeln entsprechend geblldete
Zahlen bezeichnen.

Es wird geniigen; unter den zahllosen Abhandlungen fiber das Imaginire
diejenigen von den mir bekannten hervorzuheben, welche entweder durch neue
Gesichtspunkte oder die Griindlichkeit, mit welcher sie die Frage angegriffen
haben, irgendwie ausgezeichnet sind.

Drosiscu, Ueber die geom. Construction der imag. Grbssen (in den Ber.
der Kon. Sachs. Ges. d. Wiss. Bd. IL fiir 1848, Leipzig. S. 171). ScHEFFLER,
Ueber d. Verhiltniss d. Arith. zur Geom., in’s Bes. iiber d. geom. Bedeutung
d. imag. Zahlen. Braunschweig 1846. Varris, Ktudes philosophiques sur la
science du calcul. Paris 1841 (enthilt eine griindliche Behandlung des Be-
griffes der Zahlen und Gréssen, sowie ihrer Operationen); Faurk, Essai sur
la théorie et l'interprétation des quantités dites imaginaires. Paris 1845 (ein
sehr unbedeutendes Werk, das hier nur erwahnt werden musste, weil man sich
in Frankreich hiufig auf dasselbe beruft); Caucry, Mémoire sur les quantités
géometriques (in den Exercices d’analyse et de phys. math. Bd. IV, 1847);
Peacock (III Report of the soc. for the advancement of science. 1833. S. 185).

§. 23.
Anwendung der imaginiiren Zahlen in der Geometrie.

Besitzt man in den complexen Zahlen ein System von Zeichen
fir die Punkte@®iner Ebene, so wird man dasselbe zur Unter-
suchung von Beziehungen der Punkte einer Ebene zu einander
mit demselben Vortheil anwenden konnen, den die Darstellung der
Punkte einer Geraden durch die von .einem Anfangspunkte aus-
gehenden Abscissen in reellen Zahlen gewiihrt. Nur uneigentlich
wird man dies als eine Anwendung der Arithmetik auf die Geo-
metrie bezeichnen diirfen; denn beide Gebiete fallen hier wesentlich
in eines zusammen.

Man wird am einfachsten von der Vorstellung ausgehen, nach
welcher jede complexe Zahl einen Punkt 4 oder die Strecke O 4
reprasentirt. Dann ist

’ AB=0B— 04
die 4 B .verbindende Strecke, welche man entweder als 4 B oder
parallel und gleich derselben als OC (Fig. 8) darstellen kinnte.

Den speciellen Ort einer Strecke kann man bei dieser Auffassung
6*
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_durch die complexe Zahl, welche sie reprisentirt, nicht ausdriicken.
Sitze wie
. FG+GH+ HF =0
stellen sich dann in der Form von Iden-
titdt dar:
(0G — OF)+(0OH—0G)4+(0F—0H)=0
Es leuchtet ein, dass jede Strecke
AB = AR {cos (x, AB) + ¢ sin (z, 4 B)}

gesetzt werden kann, wenn AB die abso-
Fig. 8. lute Linge, den Modul der Strecke, (x, 4 B)
aber ihren Winkel mit der reellen » Axe, ihre Anomalie bezeichnet.
Aus FG 4+ G H + HF = 0 erhilt man dann durch Zerlegung:

Ccos ~ 17 COS COo8
FG 3%, FO) + GH Y (, GH) + HF S (2, HF) =0

in welchen Gleichungen dle ganze Tngonometne und Gioniometrie

einbegriffen ist.
Jede Identitit zwischen den die Punkte einer Geraden ver-

bindenden Strecken findet ohne weiteres zwischen den entsprechen-
den Strecken, welche Punkte in einer Ebene verbmden statt. So
hat man zwischen 4 Punkten die Identitéit:

AB.DC+ BC.DA+ CA.D B0

deren Vergleichung mit @ H 4+ HF 4+ FG = 0 sofort lehrt, dass
man stets 3 Punkte ' G H finden kann, so dass:

GH= AB.DC, H¥ = BC.DA, FG=CA.DB
Dies wird in Worten so ‘ausgedriickt:
Zu jedem Viereck 4 BC D gibt es ein entsprechendes Dreieck
G HF, dessen Seiten:
GH=AB.DC, HF=B(C.DA, FG=CA.DB
und dessen Winkel sich aus
(z, @H) = (x, AB) 4+ (=, D Cy
(x¢) HF) = (x, BC) + (x, D 4)
(@, F @) = (z, C4) + (=, DB)
ergeben; nédmlich es ist:
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(¢, HF) — (x, G H)= (x, BC) — (x; AB) + (x, DA) — (z, DC)
oder )
(GH,z)+ (@, HF) = (A B, ) + (z, BC) + (D.C,2) + (z, D 4)
also (3H,HF)= (4B, BC) + (DC, D 4) '

Entsprechend der Bedeutung der Strecken in Bezug auf Lingen
und Richtung wird man jetzt auch den Begriff des Doppel-
schnittverhiltnisses

4C 4D
. CB'DB
auf Strecken in einer Ebene erweitern konnen, und findet den
Modulus desselben gleich dem Doppelverhiltniss der absoluten
Strecken, seine Anomalie der Differenz der Winkel gleich, unter
denen die getheilte Strecke 4'B von den Theilpunkten C und D
- aus gesehen, erscheint. ’ i

Unter vier harmonischen Punkten einer Ebene wird man

solche verstehen, deren complexes Doppelverhaltniss
AC AD ___ 4
CB' DB . .

Man kann solche geometrisch construiren, indem man von
einem Punkte /' der Ebene Tangenten F' 4, F B an einen Kreis und
durch F eine Secante legt, welche den Kreis in , D schneidet.

Die Involution dreier Paare A4, 4'; B, B’; C, ' von
Punkten einer Geraden wird durch
’ AC BA CF

_ CB AC B4
dargestellt; dieselbe Gleichung kann als Definition der involuto-
rischen Lage von Punkten einer Ebene angesehen werden. Es liegen
. daher die 6 Ecken eines Sechsecks A ("' B 4" C B in Involution,
‘wenn das Product der Seiten gerader Ordnung denen ungerader
Ordnung gleich und die Summe der Winkel gerader Ordnung denen
ungerader Ordnung gleich ist.

Die zablreichen verschiedenen Formen, in denen die involu-
torische Beziehung zwischen den Punkten einer Geraden dargestellt
werden kann, geben sofort entsprechende Formen fiir Punkte
einer Ebene.

=—1
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Die Ausfithrung vorstehender Gedanken verdankt man Més1us (s. Berichte
d. K6n. Sachs. Ges. d. Wiss. z. Leipzig. Math.-phys. Cl. 1852, S. 41; 1853,
S. 14 und 8. 176; 1855, 8. 33 und 8. 123), auf dessen schdne Abhandlungen,
sowie auf die zusammenfassende Darstellung derselben in WiTzscHEL's
Grundlin. d. neueren Geom. 1858, hier zu verweisen geniigen mag.

Auf die sonstige Verwendung des Imagindren in der analytischen und syn-
thetischen Geometrie, die Theorie der idealen Secanten PoNceLET’s, die wirk-
liche Construction der imaginiren Durchschnittspunkte zweier Kreise, die
Darstellung von Curven, deren variabeler Punkt durch ejne von einer reellen

Veranderlichen abhéangige complexe Function dargestellt wird, sowie die.

Theorie der geometrischen Verwandtschaft zweier Ebenen und ebenen Figuren
und die Abbildung.von Ebenen aufeinander, kann erst im zweiten Theile dieses
Werkes, in der Theorie der Functionen eingegangen werden,

§. 24.
Die Functionen complexer Zahlen.

Wir haben die complexen Zahlen (.4 4 B<) bisher ausschliess-
lich in den Verbindungen betrachtet, welche die 4 Species liefern.
Es gibt noch andere Verkniipfungen derselben, welche hohere
Rechnungsoperationen verlangen, z. B. solche von der Form

(A4 + Bz')r+d"

welche vollkommen zuléssig sind, sobald man nur die Regeln fest-
gesetzt hat, nach welchen mit ihnen zu rechnen ist. Man sieht
aber, dass es nothwendig ist, ausdriicklich in jedem Falle nachzu-
weisen, dass eine Verkniipfung complexer Zahlen wieder auf eine
solche fiibrt. Mit anderen Worten: Eine Verkniipfung der vor-
stehenden Form enthilt ein Problem, ndmlich diejenige Zahl
E+Zi=f(A4+ B¢, I' + 47) _

zu finden, welche den Rechnungsregeln geniigt, durch die man die
" im zweiten Gliede der Gleichung stehende Verbindung charakte-
risirt. Entweder hat ein solches Problem eine Léosung, die explicite
angegeben oder deren Existenz wenigstens demonstrirt werden
kann, oder aber es hat keine Losung. Die Unmoglichkeit im letz-
teren Falle ist jedoch nur eine relative und aus der Beschriinkung
der Aufgabe hervorgehende; sie kann beseitigt werden durch Ein-
filhrung neuer complexer Zahlen hoherer Ordnung, deren Rechnungs-

s
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regeln eben aus denen der betreffenden Verbindung abgeleitet wer-
den miissen. » .

Jene Aufgabe, die gewissen gesetzmissigen Verbindungen von
Zahlen entsprechenden Complexe zu finden, deren Moglichkeit oder
Unmoglichkeit in dem betreffenden Gebiete nachzuweisen, hat die
Functionentheorie zu l6sen, und ist im 2. Theile dieses Werkes zu
behandeln. .

Hier bleibt uns nur die Losung einer Aufgabe der Art iibrig,
welche die allgemeinste unter denen ist, in welchen die Unbekannte
mit den bekannten Zahlen durch eine endliche Anzahl von Addi-
tionen und Multiplicationen verbunden ist. Diese fundamentale
Aufgabe der Algebra ist die, nachzuweisen, dass die Gleichung

fe=a"+az'+...+a.=0
WO ay, ... a, (gewohnliche) complexe Zahlen bezeichnen, jederzeit
durch n (gewGhnliche) complexe Werthe von x befriedigt wer-
den kann. :

Schon auf 8. 71 ist gezeigt, dass eine solche Gleichung jeden-
falls nicht mehr als n Wurzeln besitzt; dass sie aber wirklich » Wur-
zeln hat, wobei wir den Fall der gleichen Wurzeln in bekannter
Weise einschliessen, ist seit Mitte des vorigen Jahrhunderts nach
sehr verschiedenen Methoden zu beweisen versucht worden. Sie
alle aber lassen sich unter drei wesentliche Gesichtspunkte bringen.

§. 25.

Erste Methode zum Beweise des Fundamentalsatzes
der Algebra.

Als die erste Methode bezeichne ich die von Gauss, wonach
man den gesammten Umfang derjenigen Werthe untersucht, welche
fw annimmt, wenn z alle complexen Werthe durchlduft, und
nachweist, dass in jenem auch der Werth '« = O eingeschlossen
ist. Man setze:

z=r (cos¢ =+ ¢sin¢p)
ay, =y (cos ¢, + ¢ 8in ¢y)
ag = 1y (C08 @5 + ¢ sin ¢y)

und . Sfe=u+ v?
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also:

u=r"cosng +r""'rcos(r—1p+¢,) + r" " rycos(n—2¢ +¢2)+..
v=r"sinng +1r""'r sin(n=1¢@ +q@,) +r" " rysin(n—2¢ +@s)+..;
so kann man zeigen, dass es einen Werth fiir » von solcher
Grosse gibt, dass ausserhalb des durch diesen Modul bestimmten

Kreises keinenfalls eine Wurzel der Gleichung '« = O liegen, also
« und v gleichzeitig verschwinden kann.

Es kann némlich nach einem bekannten Satze r stets so gross
gemacht werden, dass das erste Glied in % und v gegen alle anderen

unendlich gross ist, sobald nicht sein Factor 'n ¢ unendlich klein

wird. Da aber cos ¢ und sin = ¢ niemals glelchzeltlg verschwin-
den konnen, so wird fiir jedes ¢ und ein unendlich grosses » immer
wenigstens einer dieser Ausdriicke von der sten Ordnung unend-
lich gross sein. Ist cos n¢ nicht — 0, so hat » das Zeichen mit
cos n ¢p gemeinschaftlich, ebenso v mit sinz g, wenn dieser Sinus
nicht verschwindet.

Fiir ein unendlich grosses » werden auch die Derivirten:
du

%_—nr Blnnq)—(n—l)r"—‘rlsin(n—llp+q>1‘)_'-'
d; + nrtcosng + (n—1)r"'rcos(n—1g + @) + ..

von der nten Ordnung unendlich und von demselben Zeichen, als
beziiglich — sin ¢, 4+ cosn ¢, wenn diese-Functionen nicht ver-
schwinden.

Betrachten wir nun den Verlauf von » und », wenn ¢ die
Werthe von O bis 2z auf einem Kreise mit dem unendlich grossen
Radius r durchliuft.

In dem Theile von — - bls + 7 ist cos ne > V~, also »
und % immer positiv, es wichst also v in demselben fortwihrend

und da fiir ¢ = + Z o v dasselbe Zeichen als sm ——-) hat, so

wichst es stetig von einem negativen zu einem positiven Werthe
geht also inzwischen einmal durch Null hindurch.
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In dem Intervalle von £ bls 1st sinng > V , also v
stets positiv und Z——Z) stets nega.tlv; es nimmt also « fortwihrend ab

von einem positiven Werthe, den es fiir den Anfangswerth annimmt,
bis zu dem negativen fiir den Endwerth, und geht also einmal, in U,
durch Null hindurch.

Die Resultate dieser weiter fortgesetzten Untersuchung sind
in folgender leicht verstindlichen Tabelle verzeichnet:

_ Interval: . u v
) —E. . +4 + —+
2 +E.L T - o+
) e ow = + -
y =TT g+ -
H = + — +
6 X..X= +u-— +

womit U, Uy, ... U, diejenigen Punkte bezeichnet sind, in denen
u verschwindet.

Da sich » mit « stetig dndert, so bilden die Punkte der Ebenen,
in welchen u positiv ist, zusammenhéngende Flichenstiickeggvelche
durch ununterbrochene Linien =0 von den Flichenstiicken getrennt
sind, in denen u einen negativen Werth annimmt. Diese Trennungs-
linien schneiden den von uns betrachteten Kreis in den 2n Punkten
U, und verlaufen ausserhalb desselben nothwendig in demselben

kael o in welchem der betreffende Durchschnittspunkt mit dem

Kreise hegt. Innerhalb des Kreises aber findet dies im Allgemeinen
nicht statt.

In Bezug auf die Gestalt der Flichenstirke innerhalb des
Kreises konnen nun folgende wesentlichen Fille eintreten:

1) Ein Flachenstiick endigt isolirt innerhalb der Kreisfliiche,
so dass seine Begrenzung aus zwei Stiicken, einem Theile der
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Kreisperipherie und einer anderen Curve besteht. In Fig. 9 ist eine
Gleichung 5ten Grades zu Grunde gelegt, und fiir diese die Reihe
der Curven gezeichnet, in denen » =0 ist. Es sind in die-
sem Falle die Flichenstiicke,
deren resp. Begrenzung von
U,, iiber X; nach U;; von
U, iiber X; nach U;; von
U, iber X, nach U;; von
Us tiber Xz nach U;; von
U, iiber X; nach U, geht
und zwar sind die, innerhalb
deren w positiv ist, durch
Schraffirung vor den anderen
ausgezeichnet.
2) Das Flachenstiick durch-
setzt die Fliche dergestalt,
Fig. 9. dass es mit einem an einer
anderen Stelle eintretenden
eine zusammenhiingende Fliche bildet. Dann besteht seine Be-
grenzung aus zwei Stiicken der Kreisperipherie und zwei da-
zwischen liegenden Curven. In diesem Falle befindet sich in unserer
Figur das Flachenstiick U; Uy X, Uy Uy X, U,. .

3) Das Flichenstiick spaltet sich im inneren Kreisraume ein-
mal oder mehremale dergestalt, dass es mit noch zweien oder
mehregen an anderen Stellen eintretenden eine zusammenhéngende
Fléiche‘)ildet, deren ganze Begrenzung dann aus 6, 8 oder mehreren
Stiicken in gerader Zahl bestehen wird, die abwechselnd der Kreis-
linie und dem inneren Raume angehdren. In unserer Figur ist in
diesem Falle das Flichenstiick Uy U, X; Uy Us X3 Uy Us X, Us.

Dies sind alle Fiille, welche in Bezug auf das Zusammentreffen
der von aussen in den inneren Kreisraum eindringenden Fléichen-
stiicke statthaben konnen, und wir konnen daher hier ganz von
etwaigen inselartig in dem Kreisraume vorhandenen Flichenstiicken
(die es iibrigens vermoge der Natur von » nicht geben kann) ab-
sehen.

Fassen wir in’s Besondere die Flichenstiicke, innerhalb deren
u positiv ist, in's Auge, so besteht deren Begrenzung, wie obige
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Bemerkungen zeigen, jederzeit aus einer geraden Anzahl von
Stiicken, und es wechseln in ihr Stiicke der Kreisperipherie mit
Curven ab, welche im inneren Kreisraume liegen. Umlaufen wir
die Begrenzung im pasitiven Sinne, d. h. so, dass die Fliche stets
zur Linken liegt, wenn dabei die aligemein gebréuchliche Lage,
nach welcher man beim Durchlaufen der positiven reellen Axe in
positivem Sinne, die positive imaginire Axe zur Linken lésst, an-
genommen wird, so ist nach dem, was iiber das Zeichen von « in
obiger Tabelle enthalten ist, klar, dass die Begrenzung in einem
Punkte U mit geradem Index beginnt und zuniichst auf der Kreis-
peripherie nach dem néchsten Punkte mit ungeradem Index geht;
die von da ausgehende Begrenzungscurve lauft dann durch die
Kreisfliiche hindurch zu einem Punkte mit geradem Index.’ Dann
sind wir entweder (1. Fall)-wieder zu dem Ausgangspunkte zuriick-
gekehrt und -haben das betreffende Flichenstiick vollstindig um-
laufen, oder aber, wir miissen noch weiter zum nichsten Punkte U
mit ungeradem Index iibergehen, indem wir auf der Kreisperipherie
in positivem Sinne fortschreiten. Von diesem aus haben wir wieder
durch die innere Kreisfliche zu einem Punkte mit geradem Index
zu laufen, der entweder (2. Fall) der Ausgangspunkt ist, oder
(3. Fall) von ihm verschieden, wo wir dann in &hnlicher Weise
unseren Weg fortzusetzen haben, um schliesslich das ganze Flachen-
stiick mit positivem » zu umlaufen.

Denken wir uns nun alle positiven Flichenstiicke in dieser
" Weise umlaufen, so haben wir dabei jeden der 2n Punkte U ein-
mal getroffen und sind jedesmal durch den inneren Kreisraum von
einem Punkte mit ungeradem Index zu einem mit, geradem Index
gelangt, indem wir dabei n Curven durchlaufen haben, welche einen
vollstindigen Zusammenhang ihrer Theile zeigen (ohne dass sie
jedoch im gewohnlichen Sinne der analytischen Geometrie stetig
zu sein brauchen, wie z. B. die von U iiber X, nach U, laufendé
Curve zeigt, welche in X zwei, einen endlichen Winkel mit einander
bildende Tangenten hat; die im eminenten Sinne stetige Fort-
setzung des Zweiges U, X der hyperbolischen Curve wiirde da-
gegen zu U/, fiihren). Wahrend wir diese » Grenzcurven » = 0 der
Flachenstiicke von Punkten & mit ungeradem Index zu solchen mit
geradem Index durchlaufen, &ndert sich v stetig; da es aber in

\
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Jjenen Punkten positiv, in letzteren negativ ist, so muss » inzwischen
mindestens einmal durch Null hindurchgegangen sein, und es liegt
daher auf jeder der n Curven x=0 ein Punkt, in dem zugleich
u und » verschwinden, also eine Wurzel unserer Gleichung. In der
That sind X, .\; X; X; solche Punkte, welche die Wurzeln einer
Gleichung 5ten Grades reprisentiren.

Es ist dabei der Fall nicht ausgeschlossen, dass die Curven
in gewissen Punkten (in Fig. 9 in .Y,) zusammentreffen, in denen
daher Flichenriume mit positivem « aneinanderstossen, ohne aber
stetig, d. h. durch einen Flichenstreifen von endlicher Breite zu-
sammenzuhiingen. Diese Coincidenzpunkte konnen nun diejenigen
sein, in denen zugleich » = 0 ist, also eine Wurzel der Gleichung -
liegt, welche in diesem Falle zwei oder mehrere gleiche Wurzeln hat.

Um genauer zu untersuchen, wie sich die Verhéltnisse in
einem beliebigen Punkte z, gestalten konnen, so stelle man £« als
Function von (¢ — ;) dar; dann hat man im Allgemeinen:

Se=rFky + kn(@—z)" {1l + kups (@—x) + ..}
wo ko = f x, und m eine positive ganze Zahl ist. Somit verhslt
sich in unendlicher Ndhe von & = z;, f wie ky + kn (x — z,)"
und setzt man:

& — @, = g (cos Y + ¢siny)
o = o (CO8 y9 + 7 8iD ¥g), ki == %om (COS ym + &SI y.)
so ist in unendlicher Nihe dieses Punktes
% == %9 CO8 Yo + ¥m 0™ CO8 (xm + m Y))
v == %o 80l Y5 + % o™ SiD (xm + M ).
Es konnen nun mehrere Fille eintreten.
l) Es kann x, cos y, == O sein, dann ist:

U == 1, @™ COS (Ym + mlp)
Lassen wir nun i einen vollkommenen Umlauf machen, d. h. = in
einem unendlich kleinen Kreise um x = a, herumgehen, so wird #,
9m mal verschwinden, also 2m mal von positiven Werthen zu nega-
tiven und umgekehrt iibergehen; es treffen sich daher in & — «,,
2m Linienelemente, in welchen « = O ist. Fasst man dieselben
paarweise zusammen, und zwar nicht die nach entgegengesetzten
Seiten gerichteten (Wie dies der stetigen Fortsetzung im gewdhn-
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lichen geometrischen Sinne entspricht), sondern je zwei benach-
barte, innerhalb deren w positiv ist, so erhilt man m sich in .,
treffende und. gebrochene Linienziige, welche die Begrenzungen von
m Fliichenrfumen . mit positivem » sind. Verschwindet also der
reelle Theil von fx,, so stossen in x, m Flichenriume mit posi-
tivem » aneinander, wo m eine Zahl zwischen 1 und » ist; und
umgekehrt, wenn in einem Punkte x;, m solche Flichenriume zu-
sammenstossen, 80 muss in seiner Niahe

== U 0™ CO8 (Zwm + M 1Y)

sein, also der reelle Theil von £z, verschwinden. Esist aber keines-
wegs nothwendig, dass in diesem Punkte auch der imaginire Theil
von fx; verschwindet, und also in einem solchen Punkte, in dem
mehrere Flichenstiicke mit positivem u zusammenstossen, eine
Warzel der Gleichung £z = 0 liegt.

2) gt aber ; eine Wurzel von fz =0, also 2y = 0, und
stossen in z, , m solche Flichenstiicke mit positivem » aneinander,
80 muss in der Niihe von z,

= B e )

sein, also f z als medngstes Glied die Potenz (# — z,)™ enthalten,
in welchem Falle man sagt, dass die Gleichung fx die Wurzel
x = x,, m fach besitze.

Das Resultat vorstehender Betrachtungen ist nun zusammen-
fassend dieses: Den inneren Kreisraum unseres unendlich grossen
Kreises durchlaufen n verschiedene zusammenhéngende Linien, in
denen u iiberall verschwindet. Auf jeder dieser Linien muss v
wenigstens einmal verschwinden, also eine Wurzel der Gleichung
fx =0 liegen; liegt eine Wurzel gerade in dem Punkte, in wel-
chem sich m solche Linien treffen (wie z. B. in X; unserer Figur),
g0 ist dieselbe m fach Wurzel der Gleichung. Die Anzahl der Wur-
zeln einer Gleichung nten Grades ist daher jedenfalls nicht kleiner
als n, und da andererseits eine ganze Function nten Grades nicht
mehr als » lineare Factoren ihrer Natur nach haben kann (s. 8. 71),
so sieht man: .

Jede algebraische Gleichung hat jederzeit so viele gemeine
complexe Wurzeln, als ihr Grad Einheiten.
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Der vorstehende Beweis ist derselbe, den Gauss nebst einer genauen und
schlagenden Kritik der fritheren Versuche, diesen Satz zu erweisen, in seiner
Doctordissertation: ,Dem. nova, omnem funct. algebr. rat. integr. unius
variab. in fact. reales primi vel sec. grad. resolvi posse“ (Helmstidt 1799)
gegeben und in den zur H0jihrigen Jubelfeier seines Doctorates abgefassten
»Beitrigen zur Theor. d. algeb. GL.“ (Gottinger Abhandl. IV. Band von 1848
bis 1850) mit der unwesentlichen Aenderung reproducirt hat, dass er nicht,
wie-dort die Systeme der Curven » = 0, » = 0 nebeneinander, sondern in der
oben ausgefithrten Weise nur eines derselben betrachtet. Doch hat der Be-
weis im Vorstehenden dadurch an Karze gewonnen, dass ich sowohl, als es
sich um die Untersuchung des Verhaltens von f z fiir z = oo, sowie, um das im
Punkte z, handelte, den Begriff des Unendlichen unverhiillt zugelassen habe,
Indess ist es interessant, die Grenzen kennen zu lernen, ausserhalb oder inner-
halb welcher die Verhéltnisse so sind, wie sie fiir unendlich grosse oder unend-
lich kleine Kreise vorstehends angegeben sind :

Was erstens den unendlich grossen Kreis betrifft, so verhalten sich
und » 80, wie es frither angegeben wurde, ausserhalb des Kreises, dessen

Radius die einzige positive Wurzel der Gleichung .

™ V2 (= e gt L) =0 o
darstellt.
Die Verhiltnisse aber, wie sie fiir einen # = 2, unendlich nahe umgeben-
den Kreis geschildert sind, finden ihrem Wesen nach statt innerhalb eines
Kreises, dessen Radius ¢ die einzige positive Wurzel der Gleichung:

=m —%— —(mAtDami10— (M4 2 tmi30®— (M +3)rmispd—...

‘Was die von anderen gegebenen Beweise betrifft, so mag hier ein kurzer
Bericht iiber diejenigen unter ihnen folgen, welche auf demselben Fundamental-
principe beruhen. )

Ein 1815 von AreaND (GERGONNE’s Ann. Bd. V. S. 204) gegebener Beweis
ist spiter von CaucHY, STURM u. a. bearbeitet, aber niemals auf den ersten
Erfinder zuriickgefithrt worden. Es ist interessant, dass die neuesten Dar-
stellungen, die sich vor der CavcaY's durch Kirze und Priignanz auszeichnen
(8. Bavrzer’s Elem. d. Math. I Bd. S. 277 der 2. Auflage), genau mit der
ARr@AND’s itbereinstimmen.

Das Princip dieses Beweises ist folgendes: Man construire die Norm
(u? + v?) als Ordinate einer Fliche zu dem Punkte (z 4 y<) der Ebene, in
welcher man die complexen Grissen darstellt. Diese Fliche wird jedenfalls
nur auf der positiven Seite der («, y) Ebene liegen, und es kann gezeigt wer-
den, dass die Ordinate der Fliche kein Minimum hat, welches nicht in die
(#,y) Ebene fiele.

SceEIBNER pflegt den Satz in seinen Vorlesungen in folgender interessan-
ten Form zu beweisen: Man stelle (x 4 v¢) als Punkt in einer Ebene dar; fir
alle (z 4 y ¢) wird dann (v 4 »<) entweder die ganze Ebene durchlaufen, oder
es sind einzelne Inseln vorhanden, welche (% 4 v¢) niemals ausfillen kann.

-
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Dann aber miissen die Punkte an deren Begrenzungen die Eigenschaft haben,
dass durch unendlich kleine Aenderungen in den zugehérigen Werthen
(z 4 y?), in welchem Sinne sie auch geschehen mégen, gewisse Aenderungen
von (u + 1), welche in jene Inseln hineinfithren wiirden, niemals erzeugt wer-
den konnen. Es wird gezeigt, dass einem, (« 4 y¢) unendlich nahe, allseitig
umgebenden Flichenstiicke stets ein, (« + v1) allseitig einschliessendes unend-
lich kleines Flachenstiick entspricht. Es existiren somit keine solche Inseln,
(2 + v) nimmt jeden complexen Werth mindestens einmal an.

Im Wesentlichen gehoren zu der hier'behandelten Klasse von Beweisen
auch der dritte von GAauss (Comment. rec. soc. Gottingensis a. 1816, ,,Theore-
matis de resol. funct. algebr. dem. tertia“). der von Mourey (La vraie théorie
d. quant. nég. et. imag. S. 76 der 2. Auflage, und LiouviLLe’s Journ. Bd. IV
S. 501, Bd. V. S. 31), der von Stumm, (LiouviLre’s Journ. Bd. 1. 1836.
S. 278) und der von ULLEERR (CRELLE’s Journ. Bd. 31. 1846. 8. 231), die wir
theilweisé im II. Theile dieses Werkes im Verein mit einem von Riemanw
gegebenen Beweise, der sich der Integrale complexer Functionen bedient,
behandeln werden.

' 8. 26.
Zweite Methode zum Beweise des Fundamentalsatzes
der Algebra.

Der natiirlichste und directeste Weg, den Satz, dass jede Glei-
chung » complexe Wurzeln hat, zu beweisen, ist offenbar, die Wur-
zeln sogleich direct zu berechnen und explicite darzustellen. Doch
sind alle Auflésungsmethoden algebraischer oder numerischer
Gleichungen sehr zusammengesetzte Processe, welche mehr oder
. minder schon den Beweis jenes Satzes impliciren; so dass sie, soviel -
mir bekannt, noch nicht in gelungener Weise zur Begriindung des
fundamentalen Principes der Algebra verwendet worden sind.

EvLer (Hist. de ’Acad. d. Berlin. A. 1749. S. 263) will den Satz erweisen,
indem er die Wurzeln als durch algebraische Irrationalitaten darstellbar an-
nimmt, und es hat dann keine Schwierigkeit, mit Hilfe der Auflésung der
Gleichungen z® = a, deren Charakter als imaginire Grossen nachzuweisen.
Seitdem man aber darauf verzichtete, eine algebraische Gleichung allgemein
algebraisch auflosen zu konnen, konnte man zur explicirten Datstellung der
‘Wurzel nur unendliche Reihenentwickelungen oder Approximationsmethoden
verwenden. Ein auf solche gegriindeter Beweis — der erste Versuch einer
Demonstration des Lehrsatzes — von p’ALeMBERT (Hist. de I’Acad. de Berlin.
A. 1746. S. 182) unterliegt mehreren wesentlichen Bedenken (vergl. Gauss,
Demonstr, 1799. Art. 5 und 6), die Laeranee (IX. Note zu dem Traité de la
résol. des équ. num. Paris 1808) theilweise beseitigt hat. Dass indessen der
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Beweis an einem Hauptgebrechen lefdet, wird sogleich einleuchten, wenn wir ihn
hier in seinem Principe, wenn auch in bedeutend verkiirzter Form darstellen:

Man construire die Curve

y=s(@)
wo f (z) eine ganze rationale Function mit reellen Coefficienten ist, so wird
deren Verhalten in einem Punkte «,, y, am einfachsten iibersehen, wenn man
¥ — ¥, als Function von (z — x,) darstellt: .

Y—Yo=0b (z— )+ 0" (z—x)B 4 ...

Ist ¥ =< 0, so verhiilt sich die Curve an dieser Stelle wie eine Gerade; ist
b =0, aber b” = 0 wie eine Apollonische Parabel, deren Axe der y Axe
parallel ist, u. s. f.

Gibt es keinen reellen Werth 2, fir den y =0 ist, so sei , ein Werth,
dem ein positives y =y, entspricht, welches unter seinen benachbarten ein
Minimum ist, in dem also &’ =0, 5" > 0,

Y—Yo=0"@—a) + 8" (x—x)8 4 ...
Es fragt sich nun, ob aus dieser Gleichung fiir ein y < y, ein entsprechendes
« bestimmt werden kénne. Nimmt man das y von g, wenig verschieden an, so
wird der Gleichung durch den Werth:

==+ ¢ =

also durch complexe Werthe nahezu gentigt, und es gehen also an dieser Stelle
zwei reelle Wurzeln der Gleichung in zwei complexe tiber. Mit diesem an-
geniherten Werthe der Wurzel geht man nun wieder in die Gleichung ein,
verbessert ihren Werth u. s. w. nach dem gewdohnlichen Princip der approxi-
mativen Berechnung. Hat man sich so tiberzeugt, dass zu Werthen von y
welche dem y, sehr nahe kommen, complexe Wurzeln von der betrachteten
Form gehdren, so ist es dann nicht schwer, auch zu zeigen, dass dem Werthe
y = 0 complexe Wurzeln der Gleichung in z entsprechen.

Soll aber diese Schlussweise zulissig sein, 80 muss jener Approximations-
process zu einer Grenze fithren, also die Reihe, in welche man (z — z,) ent-
wickelt, convergent und ferner in analytischer Form VYarstellbar sein, damit
man sich durch ihre wenigstens indirecte Substitution in die Gleichung

Y—Yh=0"@—a) +...
davon iiberzeugen konne, dass sie eine Wurzel derselben ist

Dazu aber wiirde es eines Satzes, wie des von LAGRANGE zur analytischen
Entwickelung der kleinsten Wurzeln einer Gleichung und dessen ohne Hilfe
der ausgefithrten Theorie der Functionen complexer Grossen wohl nicht még-
lichen strengen Beweises bediirfen: so dass man das Uebel des LagraNGE-
schen Beweises als unheilbar ansehen muss:

Auch das von Lraenxpre (Théor. d. nombr. 3. éd. 1830. Bd. I. 8. 176)
gegebene Verfahren, die complexen Wurzeln approximativ zu bestimmen,
leidet an demselben Gebrechen.
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§. 27.
Dritte Methode.

Wihrend die erste Methode, den Satz von der Zerlegbarkeit
einer ganzen Function in Factoren ersten Grades zu beweisen,
wesentlich von Stetigkeitshetrachtungen, die zweite von einem Nihe-
rungsverfahren zur Bestimmung der Wurzel ausging, so ldsst sich
eine dritte Methode erdenken, welche rein algebraischer Natur ist
und auf den Sitzen iiber Zerlegung der Functionen in rationale
Factoren beruht. Den einzigen mir bekannten, strengen Beweis
dieser Art hat Gauss gegeben. Er zeigt, dass wenn fz eine ganze
Function mit reellen Coefficienten vom Grade 2# & und % impar ist,
stets eine andere Function mit reellen Coefficieriten vom- Grade
2k, wo i < w, angegeben werden kann von der Eigenschaft,
dass alle complexen Wurzeln der letzteren, wenn sie solche hat,
auf einen reellen oder complexen Werth fiihren, welcher fa ver-
schwinden macht. Ist ;¢ = 0, so wendet man dasselbe Verfahren
auf die Function vom Grade 2%k an u.s. f, bis man endlich zu -
einer Function von imparem Grade & und mit reellen Coefficienten
gelangt, der jedenfalls eine reelle Wurzel zukommt, die daher auf-
steigend zu einer reellen oder complexen Wurzel der Gleichung
f =20 fihrt. 3

S. Dem. nova altera (Comment. rec. soc. Gotting. A. 1816) und v. STavpT
in CRELLE's Journ. Bd. 29. 8. 97. Auf einem ganz dhnlichen Principe als der
soeben angedeutete Beweis, der bei seinem rein algebraischen Charakter fir
- die uns zunichst liegenden Zwecke nicht weiter ausgefiihrt werden soll, be-
ruht ein von Evier (Hist. de I'Acad. d. Berlin. A. 1749. S. 222) gegebener,
der dann von pE FoncENnEx (Miscell. phil.-math. soc. Taurinensis. Bd. I. 1759.
S. 116), Laprace (Le(;ons de I'Ecole normale 1795. im Journ. de l’écol.
polytechnique, Cah. 7. 8. 8. 56), Laerange (Nouv. Mém. de I’Acad. d. Berlin.
1772. 8. 222 und IV. Note des Traité de la Résol. des équ. numér.), Ivory
(Art. Equations in der Edinburgher Encyclopaedia britannica, 7. Ausg. 1842.
S. 329) und von G. Peacock (Report of the 3. meet. of the Brit. Assoc. f. the
advanc. of science. 8. 297) berichtigt und umgestaltet worden ist. Indessen
theilen alle diese Beweise einen fundamentalen Fehler — dem zu entgehen,
einen eminenten Aufwand von Schirfe des Gedankens und Productionskraft,
wie beides in Gauss wunderbar vereinigt war, voraussetzte — den Fehler
namlich, dass von vornherein nicht nach der Existenz der Wurzeln einer

Gleichung, sondern nur nach der Form derselben, und ob diese (4 + By) sei,
Hankel, complexe Zahlen, 1



98 Y. Die gemeinen imaginiren Zahlen.

gefragt wird, indem dabei stillschweigend das Axiom angenommen wird, dass
eine Gleichung jedenfalls » Wurzeln besitze, die entweder reell oder imaginar
oderunméglich d. h. nicht von der Form (.4 4+ B7) seien. Diese Annahme
ist doch nicht so absurd, als es auf den ersten Blick dem heutigen Mathema-
tiker scheinen méchte. Beweis genug die Unbefangenheit und Allgemeinheit,
mit welcher sie gemacht und noch im Jahre 1808 von LAGRANGE. ja-noch 1834
von Peacock, der Gauss Beweise sehr wohl kannte, festgehalten wurde.” Man
muss sich nur die Sache so vorstellen: Ausser den gewdhnlichen imagindren
Zahlen von der Form (4 4 B<) kann man vorlaufig noch andere annehmen,
auf welche der Begriff der Addition und der commutativen Multiplication ein-
deutig anwendbar ist, und welche als Wurzeln, freilich als unmégliche, erschei-
nen konnen. Wir werden in der That im VI. Abschnitt noch weitere complexe
Zahlen, welche von den bisher betrachteten specifisch verschieden sind, kennen
lernen, auf welche die Addition und Multiplication eindeutig anwendbar ist
und welche reeht wohl solchen Gleichungen neben den gemeinen complexen
Zahlen noch als Wurzeln geniigen konnen. Die Paradoxie, welche darin
liegt, nach der Form der Wurzeln zu fragen, ist also nur scheinbar und nnr
bei einer beschrinkten Auffassung vorhanden. Wie man aber von vornherein
behaupten konne, dass jede Gleichung in diesem Sinne ,,unmdgliche* Wurzeln
iiberhaupt, und zwar deren n besitzen misse, dafiir finde ich bei den an-
gefihrten Schriftstellern auch nicht den Schatten eines Rechtfertigungs-
grundes. —

KisTNER nimmt (Anfangsgr. d. endl. Analysis 1767. Art. 210) diesen Satz
ganz ausdriicklich als Axiom an, ein Verfahren, welches immer noch bedeu-
tend besser ist, als wenn, wie dies bei vielen, in’sbesondere deutschen Lehr-
biichern der Algebra bis auf unsere Tage der Fall ist, nicht einmal ein Enoncé
dieses Fundamentalsatzes gegeben, oder derselbe auf wunderliche Weise
(s. z. B. Eeex, Handb. d. Arith. II. Bd.”S. 244) hinein escamotirt wird. Ein
hochst naiver Syllogismus findet sich in manchen Biichern aus dem Ende
des vor. Jahrhunderts: ,,Man nehme » Factoren (x — «,) ... (¢ — ) an, wo
@, ... &, noch unbekannt sind und setze deren Product — fx. Dann werden
aus der Vergleichung beider Ausdriicke Gleichungen erhalten, aus welchen
die Wurzeln =, ... z., da die Zahl der Gleichungen und Wurzeln gleich ist,
sammtlich bestimmt werden konnen.“ (Gauss Dissert. von 1799. Art. 3.)
Einen prachtigen circulus vitiosus begeht DuBoURGUET in einem Beweise
(GERGONNE’s Ann. 2. Bd. 1811. S. 399), den er trotz wiederholter Erinnerungen
(s. 8. und 4. Bd. derselben Annal.) nicht zuriickgenommen hat.




SECHSTER ABSCHNITT.

Die hoéheren complexen Zahlen.

8. 28.
Theorie der complexen Zahlen im Allgemeinen.

Wir gehen bei der Bildung der héheren complexen Zahlen von
einer Anzahl von einander unabhéngiger, urspriinglicher, imaginiirer
Einheiten ¢, , ¢; ... ¢, aus, welche additiv und multiplicativ sowohl
unter sich, als auch mit den gewShnlichen complexen Zahlen ver-
bunden werden konnen. Unter a;«, Wo a; eine gemeine complexe
Zahl bedeutet, verstehen wir ein commutatives Product; wir setzen
ferner das associative Princip voraus, wenn es sich um die Multi-
plication der neuen Einheiten unter einander oder mit gemeinen
complexen Zahlen handelt, lassen aber die Voraussetzung der Com-
mutativitit der Einheiten unter einander im Allgemeinen fallen.

Bilden wir aus solchen Producten a; ¢ durch Addition, d. h.
eine commutative und associative Operation die Zahl

) a=a 4 + ...+ a,ta
so nennen wir ¢ eine complexe Zahl nter Ordnung und ersten
Grades, mit den Einheiten ¢, ... ¢, und den Coefficienten q, ... a,.
Wir werden solche complexe Zahlen, wenn nicht ausdriicklich
etwas anderes bemerkt wird, mit griechischen, die gemeinen com-
plexen Zahlen mit lateinischen Buchstaben bezeichnen.

Die Voraussetzung, dass ¢ ... ¢, von einander unabhingig
sein sollen, kann jetzt genauer dahin précisirt werden, dass zwi-

schen den n imaginédren Einheiten keine lineare Gleichung
- ™, -

.....
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O=auy+...+au
bestehen soll, ausser wenn @y =0, ... a, = 0.
Bei der Addition zweier solchen Zahlen wird man zufolge
der Grundgesetze dieser Operation
e+ =+ ...+ aw)+ Gty + ...+ bt
=aqu+...+0t. + bu+...+ bt
=(a 4+ bu)+ ot (n ta + bu 1)
setzen miissen, und wenn man:
e+ di=ac+ b
also das distributive Princip in diesem Falle annimmt, so hat man:
@Gqu+...ta)+Gu+...+ b=
(e +b)u + ... + (@4 81) ta,
eine Gleichung, welche man auch als Definition des Additions-
begriffes ansehen mag. Dann folgt aus ihr ohne weiteres
e+ =8+ q,

und .
(a+ﬂ)+7={(al +é4)u +-t-}+(01l1 +..)
= (m'l' e+ .co=(a+b +e)uy+ ...
=(mu+..)+{& f|'01)¢1+---}=a+(13+7)
also das commutative und associative Princip im Allgemeinen.

Es wird nicht tiberfliissig sein, hier den methodischen Weg zu bezeichnen,
der uns zu den Rechnungsoperationen fiir diese Zahlen fithrt: Zunichst benutzt
man das Princip der Permanenz der formalen arithmetischen Gesetze, indem
man die in §. 6 und 7 gelehrten Operationen ntit allen ihren Folgerungen auf
die complexen Zahlen anwendet und so zu den Formeln gelangt, welche die
Resultate jener Operationen darstellen. Dann aber, weil es a priori nicht fest-
steht, dass alle jene Gesetze der Addition und Multiplication widerspruchsfrei
fiir die neuen Zahlen gelten, geht man synthetisch von jenen auf analytischem
Wege gewonnenen Formeln gns und weist nach, dass die durch sie definirte
Operation den formalen Gesetzen derselben gentigt. Erst wenn diese beiden
Wege zuriickgelegt sind ; liegt die Moglickkeit, aber auch die Nothwendigkeit
vor, die Operationen mit den allgemein in §. 6 und 7 definirten zu identificiren.

Was man unter der Subtraction zweier complexen Zahlen
zu verstehen habe, geht aus dem Additionsbegriffe unzweifelhaft
hervor, wie auch, dass beide Operationen stets eindeutig sind.

.
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Man sieht ferner, dass wenn
au+ ... tat=5b4u+...+bu
also '
(am—b)u+ ...+ (@ —05)t,=0,
nach der obigen Festsetzung der linearen Independenz der » Ein-

heiten, hieraus auf die Gleichheit der respectiven Coefficienten ge-
schlossen werden kann.

Sammtliche Zahlen ¢, welche in linearer Weise aus n unab-
hingigen Einheiten gebildet werden konnen, bilden zusammen ein
System nter Ordnung und ersten Grades.

Untersuchen wir jetzt die Zahlen welche aus n linearunab-
héngigen Zahlen dieses Systems ,31, ..+ B, zwischen denen also
keine Gleichung

.01(91 + ...+ cf.=0
stattfindet, gebildet werden konnen. Ist

o =ay 191 + ...+ a8,
und a, nicht Null, so hat man:’

ﬂ1=+aal—;:ﬂ’—...—%ﬂu

Es kann also 8, aus «,, 8, .. 8. linear gebildet werden und da-
her das aus 3, ... . abgeleitete System ebenso aus a;, §; ... a
abgeleitet werden. Man sieht iiberhaupt, dass- wenn g, ... g,
linearunabhiingig sind, und ebenso @, ... a., das ganze System
der aus 8, ... . dem aus o, ... a, abgeleiteten identisch wird.
Unter dem Producte « 8 verstehen wir, wenn
a=a 4y + ... +anlm=z'anln

ﬂ=61 (51 + cee + b,.l,.=z'b,lp
gesetzt wird: )
: aﬂ=‘2a..'t.2'b,¢,=2a.b,z.¢,
indem nach den oben festgesetzten Annahmen @, tn b, ty = O by tm ¢
wird. Nimmt man dann dieselbe Multiplicationsregel fiir die aus
ta t, Zusammengesetzten Zahlen, und das associative Princip bei der
Multiplication der Einheiten (ta ¢,) ¢; = tm (¢, t,) 81, 80 hat man:

L3
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(Eanl- prlp) Ecqlq =(2ambplmlp) E'thq
= z'a”bpcq (l,..l,,)lq = Eambpcq‘ﬂ (lP‘P)

= Jantn Ebpqqtplq=zanlu (pr‘p Zcq"q)
(f)y=1ea ()

d. h. das associative Princip in seiner vollen Giiltigkeit. Was das
allgemeine distributive Princip betrifft, so ist '

(Zanlm"' Z_'bm‘m) Ecptp=2‘(am+bm t...z'c,,l,,
=z‘(a,.+bm)cp-lmtp=Eamcplmlp-"'zbmcp‘nlp
=Z’aﬂ‘ﬂ‘z‘cp‘p+zbmlm-20pty

und dasselbe daher erfiillt. Die Eindeutigkeit der Multiplication
folgt ebenfalls aus ihrer Definition, falls die Producte ¢, ¢, bestimmte
sind; ob aber das Product sich stets andert, wenn sich einer der
Factoren dndert, und ob die Multiplication commutativ ist, oder
nicht, beides hiingt ganz von der Bedeutung ab, welche man den
Producten der Einheiten gibt, und welche offenbar eine ganz ver-
schiedene sein kann, ohne dass sich die Giiltigkeit der bisher ent~
wickelten Multiplicationsregeln dadurch #nderte.

Wir haben bisher nur die Zahlen ersten Grades betrachtet,
welche linear aus ihren Einheiten zusammengesetzt sind. Man wird
Zahlen zweiten Grades erhalten, wenn sich in:

a=a; + asuny + ...

unter den x,, x; ... solche Producte von Einheiten ¢, ¢, befinden,
welche von den Einheiten selbst wesentlich verschieden sind. Ebenso
kann man Zahlen mten Grades aus den Producten der Einheiten
zu je m zusammensetzen. Ihre Rechnungsregeln definiren wir, wie
dies auch schon vorhin vorausgesetzt ist, formal ganz ebenso, als
die der Zahlen ersten Grades — und erhalten so ein aus den
urspriinglichen und den abgeleiteten Einheiten gebildetes voll-
stindiges Zahlensystem nter Ordnung, dessen Multiplication eine
associative und distributive Operation ist.

In der Verschiedenheit der particuliren Bestimmung der Einheitsproducte
liegt die Verschiedenheit der Systeme hoherer complexer Zahlen. So konnte
man, um die Gesetze der arithmetischen Multiplication, soweit als moglich,

also
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permanent zu machen, z. B. die Commutativitit erhalten und deshalb
tm1p = tp tm Setzen,” wo dann noch die Werthe dieser Producte selpst
mannigfach gewihlt werden kénnen. Man konnte ferner, indem man jene
Permanenz aufgibt, tm 1p = — 1p tm Setzen. Es wird ferner nahe liegen,

die Producte der Einheiten auf die Einheiten selbst zu reduciren und .

Z. B. t1 ¢ = 13, ... zu setzen, um so nicht bei jeder neuen Multiplication
auf neue Zahlen gefiihrt zu werden. Endlich wird man die Absicht ver-
folgen konnen, solche Bestimmungen zu treffen, welche die Eigenschaft eines
Productes, sich mit einem seiner Factoren zu #ndern, erhalten, um so eine
bestimmte Division méglich zu machen, u. s. w. Die wissenschaftlich wichtig-
sten, speciellen Annahmen werden wir im Folgenden einzeln untersuchen.

Die idealen Zahlen. Die von Gauss und DiricHLET in die Zahlen-
lehre eingefiihrten allgemeinen complexen ganzen Zahlen

c=0 44 ... "4 s tn
WO 1) ... tx die Wurzeln der Gleichung

. =1
und o, ... a. ganze reelle Zahlen sind, unterscheiden sich von den Complexen

der Analysis dadurch, dass hier zwischen den » Einheiten allerdings lineare
Relationen bestehen, nur (mit Einer Ausnahme) keine ganzzahligen.- .

Eine solche complexe Zahl kann entweder in Factoren derselben Art
zerlegt werden, oder nicht. Im ersten Falle wird man sie eine zusammen-
gesetzte Zahl, im anderen eine complexe Primzahl nennen kénnen. Es hat
nun Kumuer (CRELLE’S Journ. Bd. 35. S. 819) bemerkt, dass wenn auch o« auf
keine Weise in complexe Factoren zerlegt werden kann, sie deshalb noch nicht
die wahre Natur einer Primzahl hat, weil sie schon gewéhnlich der ersten
und wichtigsten Eigenschaft der Primzahlen ermangelt: namlich dass das Pro-
duct zweier Primzahlen durch keine von ihnen verschiedene Primzahl theilbar
ist. Es haben vielmehr solche Zahlen, wenn. gleich sie nicht in complexe
Factoren zerlegbar sind, dennoch die Natur der zusammengesetzten Zahlen,
und Kummer denkt sie sich daher in ideale complexe Prim-Factoren
zerlegt, die er durch eine unter allen Umstéinden bleibende Eigenschaft der
Primfactoren complexer Zahlen, welche unabhéngig ist von der Zufilligkeit,
ob die wirkliche Zerlegung statthabe oder nicht, vollkommen definirt hat.

Auch Gavols (s. SERRET, Algébre sup. 2. éd. S. 348) hat neue complexe
Zahlen aufgestellt, welche ganz in unserer obigen Form erscheinen, und ge-
mass dem Principe der Permanenz, das in der Algebra zur Einfithrung der
gewohnlichen complexen Zahlen veranlasst hat, und welches einer Gleichung
soviel Wurzeln beilegt, als ihr Grad Einheiten hat, den entsprechenden Satz
auf die Congruenzen hdherer Grade iibertragen. '

Jedoch kann es hier nicht unsere Absicht sein, die Theorie dieser und der
idealen Zahlen weiter zu verfolgen: die Natur des Imaginiren in der Lehre
von den ganzen Zahlen ist denn doch bei der Unstetigkeit des Zahlenmaterials

eine andere, als die des Imaginiiren in der Analysis mit ihrem Begriffe des -

v
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Stetigen. Wihrend die im Texte oben definirten, stetig aufeinanderfolgenden
Zahlen mannigfache, ihnen entsprechende Objecte im Gebiete der wirklichen
Anschauung des Stetigen, im Raume, der Zeit, der mechanischen Kraft und
Geschwindigkeit finden, so scheinen, wie KuMMER dies zuerst ausgesprochen
hat, die complexen und idealen ganzen Zahlen berufen, in den chemi-
schen Verbindungen, welche stets nach ganzzahligen Verhiltnissen
erfolgen, ihr natirliches Substrat zu finden. Eine chemische Formel kann als
eine complexe Zahl angesehen werden, deren Einheiten die Zeichen der Ele-
mente und deren Coefficienten die Multipla derselben sind. ,,Der chemischen
Verbindung entspricht fiir die complexen Zahlen die Multiplication; den Ele-
menten oder eigentlich den Atomgewichten derselben, entsprechen die Prim-
factoren; und die chemischen Formeln fiir die Zerlegung der Korper sind .
genau dieselben, wie die Formeln fiir die Zerlegung der Zahlen. Auch selbst
die idealen Zahlen unserer Theorie finden sich in der Chemie, vielleicht nur
allzuoft, als hypothetische Radicale, welche bisher noch nicht dargestellt wor-
den sind, die aber, sowie die idealen Zahlen, in den Zusammensetzungen ihre
Wirklichkeit haben. Das Fluor, fiir sich bisher nicht darstellbar und noch
den Elementen zugezshlt, kann als Analogon eines idealen Primfactors gel-
ten. ... In der Chemie hat man ferner zur Priifung der in einem unbekannten
aufgeldsten Korper enthaltenen Stoffe die Reagentien, . . . ganz dasselbe findet
fir die complexen Zahlen statt. Auch der Begriff der Aequivalenz ist in der
Chemie fast derselbe, wie in der Theorie der complexen Zahlen ... Diese hier
angedeuteten Analogieen sind nicht etwa als blosse Spiele des Witzes zu be-
trachten, sondern haben ihren guten Grund darin, dass die Chemie, so wie der
hier behandelte Theil der Zahlentheorie, beide denselben Grundbegriff, nim-
lich den der Zusammensetzung, wenngleich innerhalb verschiedener
Sphiiren des Seins, zu ihrem Principe haben.“ (Kummer, CRELLE’s Journ.
Bd. 35. 8. 360.) ‘

Es lasst sich aus den kurzen Andeutungen, welche sich im Septemberhefte _
des Philosophical Magazine von 1866 iiber eine Mittheilung von C. L. BRobpIiE
befinden, die er in der Royal Society gemacht hat, und deren Titel ist ,,The
calculus on Chemical Operations, being a Method for the Investigation, by
means of Symbols, of the Laws of the Distribution of Weight in Chemical,
Change. — Part. I. On the Construction of Chemical Symbols*, keine aus-
reichende Vorstellung seiner von den angegebenen Principien ausgehenden

 Methode der Zerlegung chemischer Formeln gewinnen. Wenn aber nicht

alles tiuscht, so ist von dieser Seite her eine Anwendung mathematischer for-
maler Principien auf die Chemie eher zu erwarten, als von Seiten der Mole-
cularphysik, :
Historisches. Zugleich mit der geometrischen Darstellung der imagi-
niren Zahlen in der Ebene musste die Frage entstehen, ob es nicht mdglich
sei, die Punkte und Strecken im Raume durch irgendwelche neue imaginire
Zahlen auszudriicken. Dies hat bereits ARGAND (GERGONNE’S Annalen Bd. 4.

1813. 8. 146) durch V -1 V=i vergeblicher Weise versucht. Auch.Sgrvois

»

i

’
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machte (ebenda, S. 235) eine dahin zielende Bemerkung, ohne sie weiter aus-
zufihren. In England hat sich das Interresse ftr diese Frage immer rege
erhalten: Sir W, R. Hamiuron beschaffigte sich in fortwiahrender Verbindung
mit den Briidern Joux T. Graves und CHARLES GRAVES, mit solchen Ver-
suchen, von denen er in der umfangreichen Vorrede zu seinen Lectures on

uaternions einen hichst interessanten Bericht erstattet. Von der Darstellung

er Punkte im Raume durch Complexe (a, as, as) (vergl. oben 8. 72) aus-
gehend, handelte es sich darum, solche Verkniipfungen derselben zu erfinden,
welche natiirlichen geometrischen Verhaltnissen entsprechen. Die Aufstellung
solcher war insofern Sache freier Production, als es nothwendig war, einige
Eigenschaften der gemeinen 4 Species aufzugeben; aber welche? HamiLTON
wurde erst durch viele vergebliche Bemiithungen davon iiberzeugt, dass man
nicht, wie er anfangs meinte, das commutative Princip festhalten konne, ohne
das distributive zu verletzen, und dass letzteres in der That die wesent-
lichste Eigenschaft der Multiplication sei. So stellte er die allgemeinen Ver-
kntipfungsgesetze der Complexe (a4, as, ... an), die er spiter auch in der
Form a, ¢; 4 ... 4 an t» schriech, auf und untersuchte verschiedene parti-
culare Multiplicationen, die ihn 1843 endlich auf seine Quaternionen fithrten,

Gleichzeitig hat in Deutschland H. GrassMANN (in den S. 16 angefithrten
Schriften, sowie in CreLLE’s Journal Bd. 31. S, 111. Bd. 36. S. 177. Bd. 42.
S. 187. Bd. 49. S. 1 und S. 123. Bd. 52. 8. 254.) im Raume oder iiberhaupt in
einem Gebiete, welches aus mehreren von einander unabhiingigen stetigen
Elementaranderungen besteht, Operationen vorgenommen, welche in alge-
braischer Fassung Additionen’ und Multiplicationen complexer Zahlen dar-
stellen, und hat deren Natur in sehr allgemeiner und eingehender Weise
untersucht. — -

Wir haben in unserem Texte nur solcher complexer Zahlen gedacht, bei
deren Multiplication das associative und distributive Princip erfillt ist. An
und fiir sich aber steht dem nichts entgegen, dass man eines dieser Gesetze
theilweise fallen lisst und dafiir etwa das commutative permanent erhilt. In
der That hat H. ScaerrLER (,,Ueber d. Verh. d. Arith. z. Geom., in’s Bes. ab. d.
geom. Bed. d. imag. Zahlen*, 1846, und im ,,Situationscalcul* 1851) eine Art
von complexen Zahlen zur Behandlung raumlicher Verhiltnisse aufgestellt,
welche durchaus commutativ in ihrer Multiplication, aber dem distributiven
Gesetz im Allgemeinen nicht unterworfen sind. |

Die aus (2» —1) complexen Einheiten gebildeten Zahlen KirkmaN’s
(On Pluquaternions and Homoid Products of Sums of n Squares, Phil: Mag.
Dec. 1848, S. 447 und S. 494, s. auch CayLey Phil. Mag. Mirz 1845. S. 210)
haben im Allgemeinen nicht die associative Eigenschaft in ihrer Multiplication.

Ich habe bei dem geringen, oder mindestens ganz speciellen Werthe,
welcher diesen letzten Zahlensystemen zukommt, von ihrer Darstellung- ab-
sehen zu sollen geglaubt, wenngleich es an sich immer interessant bleibt, die
Muitiplication unter so ganz verschiedenen particuliren Bedingungen in ihren
Eigenthiimlichkeiten zu untersuchen. —



106 VI. Die hoheren complexen Zahlen.

Von besonderer Bedeutung ist der Umstand, dass ein inniger Zusammen-
hang zwischen der Functionenlehre complexer Zahlen hoherer Ordnung und
dem sogenannten Operationscalcul, also einer symbolischen Zusammenfassung
gewisser Zahlenoperationen besteht. So lasst sich z. B. die Functionaldeter-
minante als Potenz der Derivirten einer Function héherer complexer Zahlen
darstellen. Ferner lasst sich der namentlich von CAYLEY und seiner Schule
ausgebildete ,hyperdeterminant calculus* in eine Form bringen, welche im
engsten Zusammenhange mit der Theorie complexer Zahlen steht, wie ich dies
in néchster Zeit nachzuweisen hoffe.

8. 29.
Begrenztes complexes System.

Die in gewisser Hinsicht einfachste Multiplication hoherer com-
plexer Zahl erhilt man, wenn sich die Producte der Einheiten wie-
der auf die Einheiten selbst reduciren, némlich lineare Functionen
. derselben sind, also, wenn = Einheiten vorhanden sind, das Product:

hln=Om+ Cimty + onts + ... + el
ist. Um die Natur dieses Zahlensystemes weiter zu untersuchen,
eliminiren wir aus den (n — 1) nach ¢, ¢3 ... ¢, linearen Glei-
chungen : : .
Uy g == Gy, + ety +a'vetg 4+ ...+ alle.
Uy g = Q43 + a'l,a 4L + aux,s L2 + ...+ am ln

U b= 0Cy,» + a’l.n u+ a“l,- w4t ...+ ag.z tn
oder .

— Oy3 — sl = (a".,, - tl) 1+ amm 3+ ...+ a{f‘% tn

— Q1,3 — a'x,s y = a”l,s 2 + (a’"l,s — i) s+ ...+ ai"% ln

' ’ . re
— Ay, — Q1 ly — a ,l,n (5] + a 1,43 + ces + (al(,”'z - tl) [
deren Determinante
: ’” 1" (n)
@12 — 1l @ 12 ... 0132

(n

’e r
a a —ly .. @
: 1,8 1,8 1 1, (1)
a1, @ yn ... afd — gy
ist, die ¢, ... t,» Dann werden diese durch einen Quotienten dar-
gestellt, welcher im Zihler und Nenner eine Function (n — 1)ten-
Grades von ¢ enthilt, und substituirt man sie in der Relation:
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gty = ay,; + a’l,l u+...+ a::':’ lny
so verwandelt sich letztere in eine Gleichung (» + 1)ten Grades
in Bezug auf , deren hochstes Glied den Coefficienten + 1
hat, wihrend alle anderen die gemeinen complexen Zahlen a, aber
durchaus keinen Nenner enthalten, so dass also

tl"“ + bl u + ...+ bn+1\= 0,
wo die 4, ... b,,, gemeine complexe Zahlen sind. Die Gleichung

4 b+ by =0
hat nun jedenfalls » gemeine complexe Wurzeln ¢; ... cu41 50 dass

atet...tan=—4%
016'2+0103+6303+~ =+ b

€1 CgersCrpy == (—- 1)"*' buys
also ist identisch:
byt =" — (gt ot o)yt
, F+(— 1) eep.. Cagr
und, da auf ¢ alle gewdhnlichen Multiplicationsregeln anwendbar
sind, hat man diese ganze Function-

=u—c)u—a) .. (4 — cuyy)
Es ist nun  so zu bestimmen, dass dieses Product verschwindet.
Geschieht dies, indem ein Factor desselben der Null gleich, also
u = ¢, gesetzt wird, so wire ¢, eine gemeine complexe Zahl und
daher keine neue imaginire Einheit. Soll sie aber eine neue ima-
gindre Einheit sein, so muss vorstehendes Product verschwinden,
ohne dass einer seiner Factoren Null wird.

In dem Ausnahmefalle, dass a3, ... @y., @1, ... a1, Null
sind, muss obige Determinante (1) verschwinden, woraus sich ¢,
ebenfalls als gemeine complexe Zahl bestimmen wiirde.

Ein hoheres complexes Zahlensystem, dessen formale
Rechnungsoperationen nach den Bedmgungen des §. 28 bestimmt
sind, und dessen Einheitsproducte in’s Besondere lineare Functionen
der urspriinglichen Einheiten sind, und in welchem kein Product
verschwinden kann, ohne dass einer seiner Factoren Null wiirde,
enthilt also in sich einen Widerspruch und kann nicht exi-
stiren.
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Will man also ein complexes Zahlensystem annehmen, welches
_ ein begrenztes insofern ist, als es bei der Multiplication nicht
auf neue Einheiten fiihrt und in welchem die Einheitsproducte, wie
bei den gemeinen complexen Zahlen, auf die Einheiten selbst linear
reducirt werden konnen, so muss man die Eigenschaft des gemeinen
Productes, nur durch das Nullwerden eines seiner Factoren zu ver-
schwinden, aufgeben. In einem solchen Systeme wird daher ein
Product nicht jedesmal seinen Werth #irdern, wenn der eine Factor
sich verindert, wihrend der andere constant bleibt, und die Division
wird in gewisser Weise unbestimmt.

Damit ist die Frage beantwortet, deren Losung Gauss *) ver-
sprochen, aber nicht gegeben hat, ,warum die Relationen
zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr
als zwei Dimensionen darbieten, nicht noch andere
in der allgemeinen Arithmetik zulissige Arten von
Grossen liefern kénnen.“ Jede mogliche Art von complexen
Grossen wird sich in ihrer Multiplication durch eine wesentliche
Eigenschaft von den gewGhnlichen Zahlen der Algebra unterschei-
den miissen.

- §. 30.
Complexes System mit zwei Einheiten,

Liisst man einem Zahlensysteme, dessen Einheitsproducte sich
wieder auf die Einheiten linear reduciren, die Eigenschaft zu, dass
ein Product verschwinden konne, ohne dass einer seiner Factoren
verschwindet, so liegt in ihm nichts Widersprechendes

Das aus der numerischen und einer anderen Emhelt « gebildete
System, wo ¢ der Gleichung

te=—1
geniigt, und auch sonst alle Eigenschaften der gewohnlichen imagi-
niren Einheit ¢ hat, ohne aber mit ihr identificirt werden zu konnen,
hat besonderes Interesse dadurch, dass es zur Erkiuterung der auf
S. 70 gemachten Bemerkungen dienen kann. Sind ay, & ... ., bs
@,y gemeine reelle Zahlen und wird im vorliegenden Systeme die
Wurzel § = x + y ¢ der Gleichung

*) S. Werke, Bd. IL S. 178.
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Et+@+b )87+ ...+ @+byy=0 (1)
gesucht, so findet man, wenn man nach der Substitution von
£ = + y 1+ entwickelt, und den von . freien, sowie den mit .
multiplicirten Theil einzeln der Null gleich setzt, zwei Gleichungen
in 2, y, welche genau mit denen iibereinstimmen, die man mit der
Substitution § = x + y ¢ aus

Et+@+b)8 ' +...+(@+b)=0 (2
abgeleitet hétte. Diesen beiden Gleichungen kommen dann nach
dem Fundamentalsatze der Algebra nicht mehr und nicht weniger
als n Paare reeller Werthe von z, y ndmlich y, y,; ... 2., ¥a, 24,
welche die gewohnlichen complexen Wurzeln

T F Yyt Xt Ynt
der Gleichung (2) ergeben, und auch jetzt werden:

Tt Y T Yt
n Wurzeln der Gleichung (1) in dem neuen Systeme sein.

Jene zwei Gleichungen nten Grades in z, y geben aber durch
Elimination eine Gleichung »2?ten Grades fir «, so dass im Ganzen n?
verschiedene Paare zusammengehdoriger Werthe z, y, unter ihnen jene
nreellen gefunden werden. Die anderenPaare @, 41, ¥nt15--+ a2, Yur
sind gewohnliche complexe Zahlen, welche zu

‘ ZTat1 T+ Yatr oot T+ Ym 7
vereinigt, jene n Wurzelpaare :
PR SO R TR )
immer wieder erzeugen, indem die reellen und imaginéiren Theile
in ihnen nur anders gruppirt sind.

Anders aber verhilt sich dies in unserem Systeme der ¢; denn

die Wurzeln der Gleichung (1)
) Tngr F Yngr1 by oo s Tz = Yua t

werden von den Wurzeln

. . Y1ty Tt Yat

im allgemeinen wesentlich verschieden sein, da sich Glieder mit
% ¢, ¢ multiplicirt gegen einander nicht aufheben kénnen. Hieraus
geht denn hervor, dass in unserem Systeme eine Gleichung nten
Grades, wie (1), n Wurzeln mit reellen Coefficienten und » (» — 1)
Wurzeln mit gemeinen imaginiiren Coefficienten besitzt (vergl. §. 45).

\
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So hat z. B.
=1
die Wurzeln:
+1, —1, + ¢, — 7
. Die Gleichung
=1
hat, wenn man zur Abkiirzung:
g 1+iV8 o —14.)3

setzt, die 9 Wurzeln: :
1; a, a?; «, o?; aca, ata; aco? afal
Die Gleichung:
. §4 =1
hat die 16 Wurzeln, welche durch Vertauschung der Zeichen aus:
+1, 4, *. 7 i‘}(l'_l-.i)(lit)

hervorgehen u. 8. w.

Solche Verhiltnisse, wie sie hier geschildert sind, treten in der Quater-
nionentheorie ein, wenn, geometrisch gesprochen, alle Coefficienten Quater-
nionen in einer Ebene sind und auch nur nach.den in dieser Ebene liegenden
Quaternionen gefragt wird, s. Hamirren, Elements of Quaternions. S. 275 u. ff.

Mit Zahlensystemen , welche aus nur zwei Einheiten gebildet sind, haben
sich Joux T, Graves (On a connection between the general theory of Normal
Couples and the Theory of Complete Quadratic Functions of two Variables.
Phil. Magaz. April 1845. S. 315) und CayLEY (On algebraical couples, Phil.
Magaz. Juli 1845. S. 38), aber ohne sonderlichen Erfolg beschiftigt.

§. 31.
Unbegrenztes commutatives System.

Ganz andere Verhiltnisse, wie die eben behandelten treten ein,
wenn die Producte der urspriinglichen Einheiten von ihnen selbst
wesentlich verschieden und commutativ sind und unter
sich auch in keinen weiteren Relationen stehen, als solchen,
die aus dem commutativen Multiplicationsbegriff unmittelbar her-
vorgehen. Es sind dann: .

liy &gy oo Un

die Einheiten ersten Grades, die "'"2+ 1 Producte

&G liy U gy, U l3, U, lg‘ts, e
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die Einheiten zweiten Grades, und iiberhaupt die Producte zu je
m, mit und ohne Wiederholungen die Einheiten mten Grades. Eine
Zahl in diesem Systeme wird allgemein von der Form:

a=a,x + aun+ ax +..
sein, WO x,, %z, #3 . .. Einheiten irgend welchen und zwar im Allge-
meinen verschledenen Grades bezeichnen.

Dann ldsst sich der fiir die Rechnung mit solchen Zahlen
fundamentale Satz beweisen, dass, wenn ein Product « 8, dessen
einer Factor o nicht Null ist, verschwindet, nothwendig der andere
Factor 8 Null sein muss.

Um dies zu erweisen, ordne man die Einheiten nach ihrem
Grade, so dass die ersten Grades denen des zweiten u. s. w. voran-
gehen. In einer Einheit mten Grades, also einem Producte von
m Einheiten, denke man sich die Factoren so geordnet, dass nie ein
hoherer Index einem niedrigeren vorangeht. Danp ordne man
ferner die verschiedenen Einheiten eines und desselben Grades, S0
dass, wemn man die m Indices als eine mzifferige Zahl liest, in der
Relhe die niedrigere Zahl immer der hoheren vorangeht, also z. B.
wenn 3 Einheiten gegeben sind, wiirde die Folge sein:

s 2y &gy L1l bLlg, LU, lalg, (2l3, 1303, Lul, Lblp...
so dass iiberhaupt die kleinere Zahl, welche die Indices zeigen,
immer der grosseren vorangeht,
Denken wir uns nun in ¢, 8 die Einheiten so geoulnet, 80 wird
e=anm +axg+ ...
gesetzt werden konnen, wo x, eine Einheit irgend welchen Grades
bedeutet, die niedrigste, welche in dem von Null verschiedenen «
erscheint, und a, von Null verschieden ist. Ebenso wird
ﬂ=5111 +bal2+---‘
gesetzt werden konnen, wo 4,, 4, ... ebenfalls Einheiten irgend
welchen Grades sind. Soll dann
af=2 anbitndn =0
sein, so miissen die Coefficienten der von einander verschiedenen
Einheiten verschwinden, also :
2 anb,=0
gein, wo die Summe {iber alle Werthe von m und » auszudehnen
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ist, fiir welche x,, 4, das Product derselben Einheiten darstpllt, also
die aus den = Indices von x,, und den » von A, der Reihe nach zu-
sammengesetzte Zahl immer dieselben Ziffern, wehn auch iiberall
in anderer Reihenfolge, enthalt. .

Es leuchtet aber unmittelbar ein, dass die erste dieser Glei-

chungen a, b; = 0 lautet, woraus, da «, nicht Null sein soll, ;=0
folgt. Setzt man dies in g ein, so erhilt man dann als erste Glei-
chung a; b =0, also b, =0u.s.f, q. e. d.
‘ Es folgt hieraus die allgemeine Eigenschaft eines Zahlen-
systemes von der jetzt betrachteten Art, dass sich ein Product
#ndert, wenn sich einer seiner Factoren éindert, wihrend der andere
constant bleibt. ,

Dennist ¢ =« ', wo o nicht verschwindet, so ist «(8— £)==0;
da dieses Product aber nach vorstehendem nur verschwinden kann,
wenn der Factor (8 — g') verschwindet, so muss § = g sein.

Die Division ist also in diesem Gebiete mit Ausnahme des ein-
zigen Falles, dass der Divisor die Null ist, eindeutig bestimmt.
Ueberhaupt lassen sich in diesem Zahlensysteme, wie man sieht, alle
4 Species genau ebenso ausfiihren, als in dem Gebiete der gemeinen
complexen Zahlen, mit dem einzigen, aber allerdings wesentlichen
Unterschiede, dass die Producte ‘der Einheiten nicht auf die ur-
spriinglichen linear reducirt werden konnen.

. Vergl. Gnkssumn, Ausdehnungslehre von 1862, S.233.

§. 32.
Die Addition von Strecken.

Schon in §. 20 haben wir einen Additionsbegriff von Strecken
‘kennen gelernt, welcher vollstindig mit demjenigen iibereinstimmt,
welchen die Additionsregeln der complexen Zahlen (§. 28) geben,
wenn wir mit ay, a4, a3 die rechtwinkligen Projectionen einer Strecke
a auf drei orthogonale Axen ¢, 7, 73 bezeichnen und

a=g014 + a5z + 033
setzen, wo ¢;, 7, 73 an Linge der Einheit gleich genommen werden.

Die Summe zweier Strecken, welche aueh bei dieser Auffassung als
parallel verschiebbar angesehen werden konnen, ist aus §. 28:
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a+b=1(a, + b))% + (s + bs) &y + (a3 + bg) 7
ganz entsprechend den Regeln des §. 20.

Dieselbe Darstellung der Strecken wiirde auch zulissig sein,
wenn man die Axen 17;, 73, 75 schief gegen einander annihme und
unter a,, ag, a3 die Projectionen von a auf die Axen resp. parallel
den Ebenen ¢ 4, ¢ 7, 7 ¢ verstinde; die Addition erfolgt dann
nach ganz denselben Regeln.

Welchen Bestimmungen auch die Multlphcatlon der Einheiten °
%, %9, ¢3 und damit der Strecken unterliegen moge, ihre ‘Addition
ist in allen Systemen eine und dieselbe.

8. 33.
Die Addition von Punkten. — Der barycentrische Calcul.

Will man den Begriff der Addition auf Punkte im Raume iiber-
tragen, so ist es zuniichst nothwendig, den Punkten, um sie zu
Grossen zu machen, welche einer Vervielfachung und Theilung
nach reellen Zahlen o fihig sind, einen Coefficienten, ein Gewicht
beizulegen und den Punkt 4 als einfachen von dem a fachen Punkte
a A zu unterscheiden, wobei man sich beide an derselben Stelle im
Raume zu denken hat. Dadurch ist es dann méglich, die Summe
C + C durch denselben Punkt C, aber doppelt genommen; also
2 C auszudriicken.

Wollte man 2 C als einen nicht mit C' zusammenfallenden Punkt ansehen,
sondern als einen anderen, so miisste man offenbar von vorn herein ein geome-
trisches Gebilde gegeben haben, auf welches die Lage von C bezogen werden
koénnte. Wenn wir aber die Punkte ohne alle solche Beziehung, rein an und
fiir sich, im freien Raume betrachten, so ist nur jene Interpretation zulassig.

‘Was man nun unter der Summe zweier Punkte A, B zu verstehen habe,
ist nach dem Princip der Persanenz zu bestimmen. Dies allein aber reicht
hier noch nicht aus, vielmehr wird man noch die eben gemachte Voraussetzung
der ginzlichen Beziehungslosigkeit der Punkte auf irgend welche Ausgangs-
punkte hinzunehmen miissen, um zu erkennen, dass die Commutativitit der
Addition verlangt, dass die Summe (4 + B) etwas darstelle, was gegen A
genau dieselbe Beziehung hat, wie gegen B. Setzen wir ferner fest, und dies
ist die einzige arbitrére Annahme, dass (4 + B) wieder ein Punkt sei, so
grweist sich die Mitte beider Punkte Cals der einzig mogliche. KEs ist aber

A+B=2C

zu setzen, damit beim Zusammenfallen von 4, B mit C sich kein Widerspruch
ergiebt, )

‘Hankel , complexe Zahlen. 8
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Um mehrfache Punkte zu addiren, wird man diese Operation
mehrmals auszufiihren haben und so zu der Definitionsgleichung:

aA+bB=(a+b)C (1)
gelangen, wo C auf der Geraden A4 B so liegt, dass die Strecken
AC:CB=b):a.

Der Begriff der Summe, wie er hier analytisch entwickelt ist, entspricht
vollkommen der allgemeinen Vorstellung der Addition, als der thetischen Ver-
einigung von Objecten, welche beide implicite und zu einem neuen Ganzen ver-
schmolzen enthialt. Noch mehr wird er dadurch erliutert, dass C den Schwer-
punkt der mit den Gewichten a, b belasteten Punkte A, B mit einem Gewichte
darstellt, welches der Summe beider Gewichte gleich ist. Der Schwefpunkt
ist aber mechanisch der Vereinigung der beiden Punkte A, B mit ihren Ge-
wichten, vollkommen dquivalent. i

Es ist nicht unwesentlich zu bemerken, dass die Gleichung (1) leicht in
eine solche zwischen einfachen reellen Grossen umgestaltet werden kann.

Es seien (Fig. 10) durch A, B zwei Parallelen gezogen und auf 4, B der
Punkt C in der angegebenen Weise bestimmt, so dass fiir jede durch C gehende
Gerade 4" B” )

AA:BB =AC:BC=—b:u.
Ist nun A’ B parallel A” B”, C C’ parallel 4 4', B B,
80 hat man ohne weiteres: a A” A'+bB'B'=(a+4b) CC’, also

"daaAdA” 4 bBB’=0, durch Addition
adA+bBB =(+b)CC 2

Zieht man also durch A4, B, C Parallelen und schneidet
diese durch eine Gerade (oder Ebene) in 4', B, C’, so wird die
TFig. 10. Gleichung (1) sich auf einfache Gréssen beziehen, wenn man die
Puukte A, B, C durch die Abschnitte 4 A’, B B, C C' ersetzt.

Sind 8 Punkte 4, B, C und 3 Coefficienten a, b, ¢ gegeben, so wird man
den Schwerpunkt £ derselben erhalten, wenn man zunichst den Schwerpunkt
D von A und B, und dann den Schwerpunkt £ von C und D sucht.

Legt man durch 4, B, C, D, E Parallelengp irgend welcher Richtung und
schneidet sie durch irgend eine Ebene in 4', B, C", IV, E, so ist

6AA +bBB =@+bDD
@4+ bB)DD +c¢COC=@+b+c)EE

also
0AA4+bBB 4 cCC =(a+b+c EE

Unter der hier gemachten Yoraussetzung, dass (a -+ b -+ r) nicht Ngll sej,
verschwindet jerne Summe der Abschnitte somit nur fir eine durch £ gelegte
Ebene. Wire man nicht von 4 und B ausgegangen, sondern von B und C, um
den Schwerpunkt zu bestimmen, so wire man auf einen Punkt F gekommen
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von der Beschaffenheit, dass fir alle durch ihn gelegten Ebenen die Summe
der Abschnitte auf jenen 3 Parallelen Null ist. Da dies aber nur fiir den
Punkt E stattfindet, so ist F identisch mit E, und daher der Schwer-
punkt der drei Punkte unabhiingig von der Ordnung, in welcher man 4, B, C
miteinander verkniipft. Diese Betrachtungen liefern so den Satz:

Die Summe von drei Punkten ist associativ:
1A+ bB+cC=(@+b+4+)FE
Die Addition geniigt also allen formalen Bedingungen, die zu ihrem
Begriffe nothwendig sind. -

Einer besonderen Betrachtung bedarf die Summe (1) im Fall a = — b;
denn dann existirt kein Schwerpunkt fiir a 4 4 b B, oder kein Punkt, welcher
(B — A) gleich gesetzt werden konnte, ausser dem unendlich fernen Punkte
der Geraden 4 B mit dem Coefficienten Null. Es wird daher unter (B — A4)
kein endlicheg Punkt, wohl aber die Strecke 4 B verstanden werden kénnen.
Denn diese ist das einfachste, nicht punktformige Gebilde, welches durch die
beiden Punkte A, B selbst, ohne alle Beziehung zu anderen Objecten bestimmt
ist, und den Charakter hat, sein Zeichen zu éndern, wenn 4 mit B vertauscht
wird. Was aber an dieser Strecke durch (B — 4) eigentlich dargestellt sei,
ob ihre Grosse, Richtung, Ort, wird entschieden, wenn wir die Frage beant-
worten, welche Strecken einander gleich seien. Aus (Fig. 11)

B—A=D-—C
aber folgt, wenn die Additionsgesetze allgemein gelten sollen:
A+ D=DB+C.

Nun ist A4 D =2E, wo E die Mitte der Diagonale 4 D des
) Vierecks A BD C, B+ C=2E', wo E’ die Mitte der anderen
Diagonale bezeichnet. Da E mit E’ zusammenfallen soll, sich also
die Diagonalen halbiren miissen, so ist das Viereck 4 BD C ein
Parallelogramm. Man hat daher B — A4 = D — C, wenn. die
Strecken 4 B, CD gleich lang, gleichgerichtet und parallel sind.
Es stimmt also die sich so ergebende Definition der Strecken
Fig. 11. it der in §. 20 ohne diese Rechtfertigung benutzten iiberein. Alle
einander gleichen Strecken haben denselben unend-
lich fernen Punkt, als dessen Reprasentanten sie angesehen werden kon-
nen. Die Addition der Strecken ergibt sich aus der Identitat:
(C—B)+(B—A4)=C— AoderBC+AB=AC
ganz gleich der in §. 20 gelehrten.

‘Was man unter der Summe eines Punktes 4 und einer Strecke a zu ver-
stehen habe, ersicht man sofort, wenn man a mit sich parallel verschiebt, so
dass « — B — A; dann ist 4 + a=B.

Wenn
w L dwmg h=mdM, m+m=m

8%
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so liegt M mit 7, I, in gerader Linie, und umgekehrt: Liegt A7 mit
1, I, in gerader Linie, so kann das Verhéltniss m, : my nur auf eine
Weise dieser Gleichung entsprechend angenommen werden.
Wenn 17, 1, I; nicht in gerader Linie liegen und
m i +mg Ly +mg h=mM, m+mm=m
isty so liegt M mit 7;, I, I in einer Ebene, und umgekehrt: Liegt
M mit 1, I, I, in einer Ebene, so konnen die Verhaltnisse m, : mg:my
nur auf eine Weise dieser Gleichung entsprechend angenommen
werden. Denn sei Z der Durchschnitt der Linien 7, 1,, I3 M, so
kann man die Verhéltnisse m, : mq und mg:m nur auf eine Weise so
bestimmen, dass: .
my Iy + my fp = (my + my) Z
mg ly —m M= (mg —m) Z
Addirt man beide Gleichungen, so erhilt man den obigen Ausdruck
von M durch 1,, I, I;, wenn man
m + my + mg=m
setzt, also etwa das Verhiltniss my:mg hieraus bestimmt,

Wemn 1., I, L, I,, M finf beliebige, nicht in einer Ebene
liegende Punkte sind, so lassen sich die Verhéltnisse m,:mg:mig:img
nur auf eine Weise so bestimmen, dass

myh 4 mg Ly 4wy Iy g Iy =m M

Denn schneidet 7, M die Ebene I, I, I; in Z, so konnen die.
Verhiltnisse m;:mg:mg und my:m nur auf eine Weise so bestimmt
werden, dass:

my Ly + my Iy + mg [y = (m; + mg 4 mg) Z
Tmyy—mM=m, —m)Z
und bestimmt man jene my :my:mg:m,: m so, dass
m 4+ my 4 mg 4 my=m-
so erhilt man obigen Ausdruck durch Addition jener Hilfsglei-
chungen.

Aus allem diesem folgt das Porisma: durch 2 Punkte in einer
Geraden, 3 in einer Ebene, 4 im Raume kann jeder Punkt resp. der
Geraden, der Ebene, des Raumes linear dargestellt werden.

Nimmt man nun 4, 4, /s, 1, als 4 feste Fundamentalpunkte
im Raume an, und stellt jeden fiinften Punkt A/ durch
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mM=uw I, + wmg Ly + mg Ig + m, I, 3)
mo==my +\m2‘+ mg + my
dar, so wird nach (1) die Addition desselben zu dem Punkte
anN=nlL+nh+mnh+nl

in der Form: .
mM4nN=(m =4 n) ], + (mg+ ng) Iy + (m3 4 ny) Iy + (m, + n,) I,
vollzogen — also génau nach den Regeln des §. 28. Man kann so-
mit, wenigstens fiir die Addition, 7, , /5, /, als 4 complexe Ein-
heiten und jeden Punkt im Raume als eine aus ihnen linear abge-
leitete complexe Zahl ansehen. Eine entsprechende Multiplication
werden wir in §. 38 kennen lernen.

Bezeichnet R irgend einen Punkt, so erhilt man, wenn man
von vorstehender Gleichung (3) die Identitit

abzieht, die Formel (4):

m (M— B)=m, (I, — B) + my (f,— B) + my (I, — B) + m, (l,—R)

Wenn m = 0 ist, so ist M kein endlich entfernter Punkt, son-
dern eine Strecke; und es ist

mxI1+"'212+ms]s+m414=m1(11'—R)+“'2(12—R)+
mg (Iy — R) 4+ m, (I, — B)

Setzen wir B = I;, so wird daher jede Strecke durch drei Strecken
L L, L1, I, I, dargestellt werden konnen, womit man auf das
Coordinatensystem des §. 32 zuriickgefiihrt wird.

Selbstverstandlich stellt die Summe:

mM=mlIl+...+m.In, m=m|+...+m.
den m fachen Schwerpunkt M der mit den Gewichten m; ... m. belasteten
Punkte 7; ... I, dar. Wo auch R liege, immer ist

m(M—R)=m1(II_R)+---+m'n(In"R) .

d. h. Verbindet man die Punkte I, ... I, mit R, trigt die m, ... mafachen
Strecken R I, ... R I, von I an, der Reihe nach stetig an einander ab, ohne
ihre Richtung und Lénge zu verindern, und schliesst das noch offene wind-
schiefe Polygon durch die Verbindungslinie des letzten Endpunktes und des
Anfangspunktes R, so geht diese letzte Seite durch den Schwerpunkt M des
Punktsystemes der J und ist an Lénge das m fache der Linie B M.
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Ist m =0, so rickt jener Punkt A in’s Unendliche, und es stellt

(my I, 4 ... 4+ ma I,) eine nach diesem gerichtete Strecke dar. Da dann:

) mh+4+..mbh=m(@Ah—R)+...+m(lL,—R),
so ist jetzt die Summe rechter Hand eine an Linge und Richtung constante
Strecke, wie auch R angenommen werden mége. —

Auf diese Principien griindet sich der , barycentrische Calcul*
(1827) von MoBrus, das System der ebenen Dreipunkt- und riumlichen Vier- -
punkt-Coordinaten. Erscheint auch bei ihm die Gleichung (1) nur als eine ab-
gekiirzte, insofern sie durch die obigen Bemerkungen in Gleichung (2) zwischen
gewohnlichen reellen Zahlen verwandelt wird, so ist doch jede natiirlich sich
darbietende Abkiirzung eine nicht zufallige, sondern nothwendige und ihre
Einfihrung ein wissenschaftlicher Fortschritt. In unserer Entwickelung be-
_ darf es keiner weiteren Erlauterung, dass wir die vorstehends erlauterte Addi-
tion als die der Punkte selbst bezeichnen; wenn nur noch weiter eine geome-
trische Operation gefunden werden kann, welche zu dieser Addition in der
Beziehung der Multiplication steht. Eine solche wird in §. 38 gegeben werden. —

Mosius hat (Ueber e. neue Behandl. d. anal. Sphirik, in den Abhandl
herausgeg. v. d. Jablonowski’schen Ges. Leipzig 1846, S. 47, vergl. auch:
Ueber d. Grundformen d. Lin. 3. Ordn., in den Abhandl. d. Kén. Sichs. Ges -
Bd. I. Leipzig 1852, S. 25) ein sphirisches Coordinatensystem aufgestellt, wel-
ches dem barycentrischen in der Ebene vollkommen entspricht. Es seien
A,B,CD. Punkte einer Kugel mit dem Mittelpunkte O, so setzt er:

aAd4+bB=¢cC )
wenn die Resultante der nach A4 und B gerichteten, in O angreifenden Krafte
mit den Intensititen a und b, nach C gerichtet und von der Intensitit ¢ ist.
Es ist dieser Begriff der Summe von Kugelpunkten gewissermassen die Pro-
jection des Begriffes der Summe von Strecken, auf die Kugel, und in der That
kann vorstehende Gleichung sofort in eine, auf Strecken beziigliche verwandelt
werden, indem man iberall O hinzufiigt:
' 0.0A4+b.0B=¢.0C [0))
Es geht hieraus hervor, dass man jeden Punkt M der Kugel durch drei Funda-
mentalpunkte I, L, I; in der Form:
mh+mlyt+mgh=mM 3
darstellen kann, womit man ein hichst brauchbares homogenes, spharisches
Coordinatensystem erhilt. Man kann iiberdem zeigen, dass letztere Gleichung
sich in eine andere zwischen reellen Grossen verwandeln lasst, indem sie
gleichzeitig mit
my coOSRI 4+ mgcos RIg 4 mgcos BRIg=mcos RM “4)
besteht, wie auch der Punkt R auf der Kugel liege. Diese Gleichungen 1,2, 3, 4
entsprechen, wie man sieht, vollkommen den ebenso bezifferten des Textes.



SIEBENTER ABSCHNITT.

- Theorie und geometrische Darstellung der
alternirenden Zahlen.

§ 34 .
Reine Theorie der alternirenden Zahlen.

Wir betrachten in diesem Abschnitte Zahlen «, g, ... welche
linear aus Einheiten 4, ..., zusammengesetzt sind, deren Multi-
plicationsregeln in den Relationen

=0, 1t06=0... 1t=0
e by == Ul I
ausgesprochen sind. Man sieht, dass, wenn «, § Zahlen sind von
der Form:
) a=a; 4y + ... +ant. -
B=bu+...+ bt

dasnach denS.101 gegebenen Multiplicationsregeln gebildete Produot
af=(a,by—asb)t, 13 +(a165—asby)u 13+ ... + (a6, — auby) 1y 1

+(agbs—agby)izis+ ... +(agba—anby)istn

. F (A1 ba—twba_1)ta_1ta
sein wird, und daher:

: 0. =—p.a,
wie man leicht sieht. Ein Product kehrt iiberhaupt sein Zeichen
um, wenn zwei aufeinanderfolgende Factoren desselben mit ein-
ander vertauscht werden. Will man zwei nicht aufeinander folgende
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Factoren «, g eines Productes, zwischen denen m Factoren stehen,
vertauschen, so denke man sich # mit dem néichstvorhergehenden
Factor, dann wieder mit dem nédchstvorhergehenden u. s. f. ver-
tauscht, bis g vor « zu stehen kommt; bei diesen (m 4 1) Ver-
tauschungen hat das Vorzeichen des Productes (m + 1)mal ge-
wechselt. Vertauscht man jetzt weiter « mit dem néchstfolgenden
Factor u. s. f., bis es die urspriingliche Stelle von g einnimmt, so
haben ¢, 8 ihre Stelle vertauscht und das Product hat (2 <+ 1)mal
sein Zeichen gewechselt. Durch Vertauschung zweier Factoren
nimmt also ein Product jederzeit den entgegengesetzten Werth an.
Die aus denselben Factoren durch Permutation zu bildenden Pro-
ducte zerfallen in zwei Classen, welche sich durch das Vorzeichen
unterscheiden; die gerader Classe gehen aus der urspriinglich fest-
gesetzten Reihenfolge von Factoren durch eine gerade Anzahl von
" Vertauschungen je zweier Factoren hervor; die ungerader Classe
durch eine ungerade Anzahl solcher Vertauschungen. Die Bestim-
mung der Classe, zu welcher eine Permutation der Factoren gehort,
kann auf mannigfache Weisen geschehen, wie man dies in der
Theorie der Determinanten *) auseinanderzusetzen pflegt.

Sind zwei Factoren eines Productes einander gleich oder unter-
‘scheiden sie ‘sich nur durch einen gewGhnlichen Zahlenfactor, so
verschwindet das Product, da aus o = — o g fir g =«

’ aa=0

folgt, was auch & sei. Die zur Bestimmung der Einheitsproducte
gegebenen Gleichungen gelten, wie man hieraus ersieht, auch fiir
linear aus ihnen gebildete Zahlen, und diese charaktebistischen
Eigenschaften werden den Namen ,,alternirendes Zahlensystem*,
welchen ich ihnen beilege, hinldnglich rechtfertigen.

Die Division ist in diesem Systeme unbestimmt. Denn es ist

E=E+mp)p

wenn m eine gemeine complexe Zahl bedeutet; ist also ein der
Gleichung £ 8 = y geniigendes £ = % gefunden; so ist

E=7 —mg
ihre allgemeine, und daher unendlich vieldeutige Losung.

*) Bavrzegr, Determinanten, 8. 1—5.
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» §. 35.
Zerlegung der Determinanten in Producte.

Das Product von » Factoren:
@aiti+ oo F it (Aats + ... + apnta)
' =Eapl,1.--a,.,,tp‘...th,
wo in der Summe p, ... p,. alle Combinationen der Zahlen 1, ... n
zu durchlaufen haben, reducirt sich auf einen bekannten Ausdruck.
Da némlich o, ... t,, = 0 ist, sobald in der Combination p; ... p.

dieselbe Zahl zweimal erscheint, so hat man in der Summe nur alle
Permutationen ohne Wiederholung zu bilden; und da

b, v lpy =t ...t
je nachdem p,, ... p, eine aus 1, ... n abgeleitete Permutation ge- -
rader oder ungerader Classe ist, so erhilt man nach dem bekannten
- Bildungsgesetze der Determinanten:

(@ia+...Fat). (@Gats+ ... F )=

alll Qg 0« Q14
Gar Gas-c Gl 1)

An1 Oy o oo Qun

Es wird also durch die alternirenden Zahlen eine allgemeine
Determinante nten Grades in n lineare Factoren zerlegt.
Es ist ferner:

(al.lll + ...+ an,lin)‘-"(al,mtl + ...+ a’n,mlm)=
| S Gyt G b, - by @)

WO p; ... pm alle Combinationen der Zahlen 1, ... n mit Wieder-
holung durchlaufen. Ist m > n, so werden in dem Producte
tp, - - lpy Stets einige Factoren gleich werden, und es ist daher
jenes Product der Null gleich; ist » = m:, so erhilt man (1); ist
m < n, 80 hat man fir p, ... p, alle moglichen Gruppen verschie-
dener m Zahlen aus der Reihe 1, ... n zu setzen und diese unter-
einander zu permutiren, so dass man die Summe in (2)
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Gp,,1 Cp .2
=2 ‘ .

Appt Ap3 - -«

erhilt, wo p,

.

! Lo, -+ lpm 3)

Apm
. .
... pm nur alle verschiedenen Gruppen von » Zahlen

..aus 1,...n ohne Wiederholung bedeuten. Multiplicirt man vor-

stehende Gleichung mit:

@rmtrta+ oo F Gt ta) . (Gpts + ... + Uy 1n) =
Appp 141 o Uppp1m
PN bpm 1 +- - lpy
Opamis o Qpon

so findet man den LarrLacEschen Determinantensatz:

ayy ...
»
dpy -+
Qp,,1 « Qp,m
e
. Aot - gy |

worin ¢ = + 1, je nachdem ¢, .

Op 1, m+1 -+

e lom lom 41 ¢

Qppy 1.0

Tpmt1 -+« Qppn

.o lp, €iDE aUS ;. .. L,

abgeleitete Permutation gerader oder ungerader Classe ist.
Ebenso leicht ergeben sich die anderen fundamentalen Deter-

minantensitze : Ist

a=a, 4+ ... + Un,1 Un
. aa=al.nl«l+~--+au.nla
8o 1st:
al.l"'aﬂ.‘ ¢
01 « oo Oy = Ly « oo ln
T Grmeee Cun

Setzt man ferner:

ﬂ1=bl.1al+---

ﬂn = bl,a o +
so hat man, da auf ¢,
angewandt werden konnen:

+ bu.l [+ 73

L + [)ﬂ,u (223
... &, ganz dieselben Regeln wie auf ¢, ... ¢,
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bi1.e. ba

Bioi = C ., ... 0y
- N . ’
also
bir ... ban @iy ee o Oy
B = o - ; TR
bineeibun! | @ineo. Gun

Die Substitution der « in die 8 aber liefert : .
[?1=Ux,|l| + ...+ [

‘. ﬂn=cl,nll+"'-*- Cpyn In
wo allgemein
Com,k = Oum,1 bl,k + A, 3 bs,; + ...+ ama bn.k
Da nun :
Clra e Can I

i beooln

Bi-o =

Crmeee Cain !
erhalten wird, so gibt die Vergleichung der beiden Werthe von

o Bt
' Bur... bus

Ci,1+ 00 Cu l ! Ayy oo llyy

Cln s+« Cnn byw oo b
den Satz von der Multiplication der Determinanten.

Nichts ist leichter, als mittels dieses Zahlensystemes die Eli-
mination aus einem System linearer Gleichungen zu vollziehen.
Seien : .

| Ay o oo Uyn

al,lml+'°°+an,lmu=blz

® - - e e .
Ao Ty oo+ Gup T, = b,(
gegeben, so multiplicire man die Gleichungen der Reihe nach mit

ty ... 1, und addire. Dann hat man .
o+ .o Lnta=f
wenn al,lll+°-'+al,nln=al(

a,,lt,+...+a,.,,.t.=a..(
bl ll+--‘-+b‘ [ zﬂ
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1 a3 ag ... gesetzt wird. Durch Multiplication jener Gleichung
z. B. mit os ... o, erhilt man

Ty 0.t =00a5... 0
also

Ay ... Qg bl v Oy

L

Aip oo Ao (2
Diese wenigen Beispiele werden geniigen, um die Eleganz und
naturgemisse Leichtigkeit, mit welcher das alternirende Zahlen-
. system die Sétze der Determinantentheorie abzuleiten erlaubt, in
helles Licht zu setzen. ‘

§. 36.
" Die Multiplication zweier Strecken.

Die Multiplication der complexen Zahlen, wie sie in vor-
stehenden §§. im Gebiete des Intellectuellen ausgefiihrt wurde,
hat in der rdumlichen wie in der mechanischen Anschauung ein
vollkommen angemessenes Substrat, — -

Unter dem Producte zweier Strecken a .5 verstehen
wir den Flacheninhalt des von ihnen gebildeten Par-
allelogrammes in Bezug auf seine Grosse und die Lage
seiner Ebene; d. h. wir setzen a b = ¢ d, wenn das Parallelo-

gramm, welches die Strecken @ und & bilden, dem aus

¢ den Strecken c.d gebildeten Parallelogramme nicht

allein an Grosse gleich ist, sondern auch beide in

0 _y parallelen Ebenen liegen, und einerlei Sinnes sind;

Fig. 12. und zwar s?tzen wir (Fig. 1/}, wenn 0 4 ==a, AB =%
gemacht wird,

ab=04.AB=2.04B

wo O A B den Flicheninhalt des Dreiecks in dem durch die Folge

der Buchstaben ausgedriickten Sinne bezeichnet. .

Ein Parallelogramm, insofern es durch ein Streckenproduct
dargestellt wird, kann in seiner Ebene gedreht, in eine parallele
Ebene verlegt und in seiner Gestalt beliebig verindert werden,
‘wenn nur dabei seine Grosse (mit Riicksicht auf seinen Sinn) nicht
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geidndert wird. Vertauscht man die Factoren eines Productes a 5,
so wird der Sinn des Parallelogrammes in den entgegengesetzten
veriindert; denn um 4 a zu bilden, wird man (Fig. 12) 4 = 0 C,
a = ( B setzen und daher ba=0C.CB=2.0C B, so dass

ab=—ba;
dass ferner a a = 0, leuchtet sofort ein.

Man kann das Wesen eines Produktes « & sehr anschaulich
durch seine Axe, d. h. eine auf der positiven Seite seiner Ebene
errichtete Strecke darstellen, welche eine dem Flicheninhalte des-
selben gleiche Liinge hat. Dieselbe kann dann wie eine Strecke
mit sich parallel im Raume verschoben werden, ohne dass sie auf-
hort, dasselbe Streckenproduct zu bezeichnen.

Unter der Sufame zweier Parallelogramme versteht
man das Parallelogramm, dessen Axe die geometrische
Summe der Axen jener ist.

Es ist leicht nachzuweisen, dass jetzt das distributive Princip

a(bt+c)y=ab+ac

erfiillt ist. Um ndmlich a (6 + ¢) zu bilden, wird man zuniichst
die Strecken a, 4, ¢ mit ihren Anfangspunkten zur Coincidenz
bringen; dann ist & 4 ¢ = d die Diagonale des aus &, ¢ con-
struirten Parallelogrammes, die man mit a zu einem Parallelo-
gramme zu vereinigen hat, um a (b + c) zu finden. Um dasselbe
in ein Rechteck zu verwandeln, projicire man 4, c, d senkrecht
auf eine durch ihren gemeinschaftlichen Anfang gehende, gegen a
senkrechte Ebene, in &, ¢, '; dann bleibt &’ = 4’ 4 ¢’ und es ist
das Parallelogramm o & = a d, also a (5 4 ¢) = a (¢’ + ¢), und
da auch a ¥’ = a b, a ¢ = ac, so hat man jetzt nur die Gleichung:
’ all+c)y=ab +ac .
wo ¥, ¢ senkrecht gegen « stehen, nachzuweisen. Die Axen von
at’, a ¢ stehen senkrecht auf diesen Ebenen und sind proportional
den absoluten Werthen jener Strecken &, ¢'; die Diagonale des
von diesen Axen gebildeten Parallelogrammes, also die Axe von
(ab 4+ a ¢’ steht daher auch senkrecht gegen die Diagonale &,
ist an Linge proportional der Liinge von &, und ist somit die Axe
von a (& 4 ¢'); q. e. d.
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Durch die Reduction der Addition von Streckenproducten auf
die ihrer Axen ist die Commutativitit und Associativitit ohne wei-
teres erwiesen, und man kann daher mit Strecken und Strecken-
producten ganz nach den allgemeinen formalen Regeln der Addition,
Subtraction und Multiplication operiren.

- Man sieht sofort, dass Streckenproducte genau die Eigenschaften der
Kraftepaare (der ,couples Pomso'r’sS besitzen und dass (Fig. 13) unter
« b ein Kriftepaar mit der Kraft 4 B an dem

: Q-------..-.} schiefen Hebelarme O 4 verstanden werden kann,

- 4 / wenn a = O A,’b = A B gesetzt wird. Krifte-

d _ /"% " paare konnen beliebig in parallele Ebenen ver-
ﬁ . schoben, gedreht und in solche mit anderen
7l Kriaften und Hebelarmen verwandelt werden,
Fig.13. wenn nur dabei das Product aus Hebelarm in

die Intensitit der Kraft constant bleibt. Letz-
teres, das Mom ent des Kidftepaares, wird durch das Parallelogramm O A B C
bestimmt. Die mechanische Zusammensetzung von Kriftepaaren besteht in
der geometrischen Addition der entsprechenden Parallelogramme.

Jede Identitit zwischen Streckenprodukten liefert so zuglelch einen geo-
metrischen und mechanischen Satz:

Man hat z. B. nach dem distributiven Principe:

(a—b(b—c¢c)=ab—ac—bb+bc
und da b6 =20
_ @—b@Gd—c)y=ab+bc+ca
Ista=0A,b=0B,c= 0C, soist
ab=04.0B=—A0.0B=—-2.40B=2.04B,
be=2.0BC, ca=2.0C4A
und a—b=0A—O0OB=BA, b—c=0B—0C=2CB8,
(@—b(b—c)=BA.CB=+AB.BC=+2.4BC,
also: ABC=0AB 4+ OBC+ 0CA .
so dass jene Identitit den Satz liefert: .

Die geometrische Summe dreier Flachen eines Tetraeders
ist gleich der Grundfliche. Oder: Drei Kriiftepaare, deren Momente
durch die drei Seitenflichen eines Tetraeders dargestellt werden konnen,
setzen sich zu einem Kriftepaar zusammen, dessen Momert der Grundfliche
gleich ist.

Man beachte, dass die Dreiecksfliche 4 B C fiir einen sich auf die
aussere Seite des Tetraeders stellenden Beobachter von entgegengesetztem Sinne
als OAL, OBC, OCA ist, und man hat daher den Satz: die Summe
der Flichen eines Tetraeders ist Null. Hieraus folgt ohne Weiteres
der entsprechende Satz fir ein irgend welches Polyeder, oder: Ein System
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von Kriftepaaren, deren Momente durch die Flachen eines
Polyeders dargestellt werden, und welche, wenn man alle Flachen von
einerlei Seite betrachtet, in’sgesammt einerlei Sinn haben, ist im Gleich-
gewichte.

Die Strecken als Zahlen. Dass der hier auseinandergesetzte
Begriff des Productes zweier Strecken @, 4 mit dem zusammen-
fallt, welcher den Zahlen des §. 34 zukommt, ist leicht zu zeigen,
denn aus '

a=ua,% + o355 + 038y, b=1"b7) + bydy 4 b5y
findet man nach den dortigen Bestimmungen :
ab = (a by — a5 by) 7y & + (a3 b5 — a3 b5) G505 + (aby — a,b5) 37,
Die Coefficienten der Einheitsproducte stellen die Projectionen des
aus a, 4 gebildeten Parallelogrammes auf das rechtwinklige Coor-
dinatensystem ¢, 73, 73 ¢35, 23¢; vor. Zwei Producte a b und c¢d sind
dann einander gleich, wenn diese Projectionen gleich sind; dann

aber sind in der That die oben fiir die Gleichheit zweier Strecken-
producte gegebenen Bedingungen erfiillt.

§. 37.
Die Multiplication dreier Strecken.

Unter dem Producte dreier Strecken a. 4. ¢ verstehen
wir das Parallelepipedum, welches aus diesen drei
aneinandergelegten Strecken gebildet wird, seiner
Grosse mach, d. h. wir setzen abc=def, wenn die beiden
Parallelepipeda an absoluter Grosse und dem Zeichen (dem Sinne)
nach einander gleich sind, indem dabei ihre Gestalt und ihr Ort
im Raume ausser Betracht kommt. — Man wird hienach, um a b ¢
zu erhalten,

a=0A,b=AB,¢c=B(C
und dann
abc=0A.AB.BC=6.04BC

setzen, wo O A B C das Tetraeder bezeichnet, seinem Inhalte und
seinem Sinne nach.

. Dass man dann unter der Summe solcher Parallepipeda die
Summe ihrer Volumina, mit demselben oder entgegengesetzten
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-

Zeichen, je machdem sie einerlei oder entgegengesetzten Sinnes
sind, in gewGhnlicher Weise zu verstehen habe, und daher die Com-
mutativitidt und Associativitit erfiillt ist, hedarf keiner Erléduterung.

Aus den bekannten Sitzen iiber das Zeichen des Inhaltes eines
Tetraeders geht sofort hervor, dass a.b.c sein Zeichen wechselt,

" wenn zwei benachbarte Factoren ihre Plitze wechseln, also

+abc=+4+bca=4cab=—acb=—bac=—cba

Ferner verschwindet das Product, wenn zwei seiner Factoren
einander gleich werden.

Dass das associative Princip a (5 c) = (a b) c erfiillt ist, liegt
auf der Hand, und es bleibt nur noch das distributive Prmc1p zu
erweisen. Man hat

ablc+ dy=abc+ abd, 1)
denn man denke sich der Einfachheit wegen a & in ein. Rechteck
verwandelt, und iiberdem die Strecken so verschoben, dass a, b, ¢, d
einen gemeinschaftlichen Anfangspunct haben; dann hat das Parallel-
" epipedum a b (¢ + d) als Grundfliche a b, als Hohe aber die Pro-
jection von (¢ 4+ d) auf ein, auf a & errichtetes Perpendikel. Da
_die Projection von (¢ 4 d) aber gleich ist der arithmetischen Summe
der Projectionen von ¢ und d auf jenes Perpendikel, so ist in der
That a & ¢ 4+ a b d gleich dem einen Parallelepipedum a & (¢ + d).

Was den anderen Fall des distributiven Principes betrifft,
welcher das Product a (b ¢ + d e) entwickelt, so kann dieser leicht
auf den vorstehenden zuriickgefiihrt werden, indem man mit f eine
Strecke der Durchschnittslinie der beiden Ebenen ¢, de be-
zeichnet, und ¢ =fg, de = fh macht. Dannistbc 4+ de=
fg+fh=f(g+r und a(bc+ de)=af(g + &), dies ist
. abernach (1) =afg + afh=abc+ ade, also
abec+ de)y=abc+ ade @)

Damit ist die Zuliissigkeit dieses Begriffes des Productes dreier
Strecken durch die Erfillung aller formalen Verkniipfungsgesetze
dargethan.

Das Product von 4 Strecken hat keine geometrische Bedeu-
tung und kann durchaus der Null gleich gesetzt werden.
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So haben wir ein System alternirender Operationen mit
Strecken gewonnen, welches iiberall nach dem Principe der Per-
manenz der arithmetischen Gesetze gebildet, ist, soweit dies die
Riicksicht auf die Lage der Strecken moglich machte. Es darf
dieses System als die consequente Umgestaltung des der. Eukli-
dischen Geometrie eigenthiimlichen angesehen werden, insofern
eben auch in letzterem das Product zweier Strecken einen Fléchen-
raum, das dreier einen korperlichen Raum, das von vieren aber
kein geometrisches (iebilde bedeutet.

An Anwendungen hat die Interpretation des Productes dreier Strecken
keinen Mangel. Es mag hier nur eines Satzes beispielsweise gedacht werden.

Setzt man : !

\ ab=cd4+ef+gh+...
so ist a b dasaus ¢d, ef, g, ... resultirende Kriftepaar. Man denke sich
die Ebenen der Kriftepaare sammtlich durch einen Punkt O gelegt, von dem
aus man die beliebige Strecke O .\ = = ziehe. Die Identitat:

abr=cdr4efrx+ghz4+...
gibt nun den schénen Satz:

Bei einem Systeme von Kraftepaaren im Raume, deren Ebe-
nen sichin Einem Punkte ©) schneiden, ist die Summe der Pyra-
miden, welche irgend einen Punkt X zur gemeinschaftlichen
Spitze haben, und deren Grundflichen in den Ebenen der
Kraftepaare ihren Momenten proportional sind, gleich einer
Pyramide mit derselben Spitze und einer Grundflache, die in
der durch O gelegten Ebene des resultirenden Paares enthal-
ten und dessen Momente proportional ist.

Die Strecken als Zahlen, In dem Zahlensysteme des §. 34

wird das Product der drei Strecken (vergl. §. 32)
a=a1 + 037 + a3
b=by4 + bydy + byg
c=10%4+ 6+ 4
durch die Determinante:
4 ag ag
abc=/|by by bg |2 157
f 6 £3
ausgedriickt, welche nach bekannten Siitzent den sechsfachen In-
halt des von jenen drei Strecken gebildeten Tetraeders darstellt. —

Das Product von vier Strecken ist jederzeit Null.
Haunkel, complexe Zahlen. 9
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Unsere obigen Propositionen stimmen hiernach gepau mit den
frilher festgesetzten Kigenschaften jenes alternirenden Zahlen-
systemes iiberein; man kann letzteres daher als eine systematische
Nomenclatur fiir die Punkte im Raume ansehen und die geoine-
trischen Verkniipfungen durch algebraische ersetzen. Umgekehrt
liefern die geometrischen Operationen ein anschauliches Substrat
fir die intellectuellen oder formalen Operationen des Zahlen-
systemes.

" §. 38
\ Product zweier Punkte.

Der in §. 33 gelehrten Addition mehrfacher oder einfacher
Punkte entspricht folgende Multiplication: Unter dem Producte
A .3 zweier einfachen Punkte verstehen wir das Geraden-
stiick 4 B nach seiner Linge und insofern es der Ge-
raden A B angehort, d. h. wir werden zwei Producte 4 /3 und
(! D dann und nur dann als gleich ansehen, wenn sie gleich lang
sind und gleichen Sinnes auf einer Geraden liegen.

Ein solches Product 4 B unterscheidet sich wesentlich von
einer Strecke, welche mit sich selbst parallel verschoben werden
kann; wir werden zum Unterschiede ein solches, nur in seiner
Geraden verschiebbare Stiick 4 B ein Geradenstiick nennen und
miissen uns in den folgenden Untersuchungen hiiten, die Bezeichnung
eines solchen Geradenstiickes mit der einer Strecke zu verwechseln.
Wenn die Geradenstiicke 4 B = C D, so sind auch die Strecken
B—4 = D'— C einander gleich, nicht aber umgekehrt; denn
letztere Gleichung ist schon erfiillt, wenn die Strecken nur parallel
und gleich sind; erstere verlangt ausserdem noch, dass sie auf einer
und derselben Geraden liegen.

Der Definition nach gelten die Gleichungen

AB=—BAd, A4=0.
Das Product zweier mehrfachen Punkte setzen wir
. ad.bB=ab.AB.

Ein Geradenstiick kann als Repriisentant einer statischen Kraft betrachtet
werden, die ihrem Begriffe nach einer anderen aquivalent ist, wenn beide anf
derselben Geraden liegen und an Intensitiit gleich sind.
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Die Summe zweier Stiicke 4 B und CD (Fig. 14) von
Geraden, welche sich in einem Punkte schneiden, wird
erhalten, wenn man beide Stiicke nach () ver-
schiebt, so dass A B= 0@, C D = OR. Dam
versteht man unter der Summe O Q + O R die

Parallelogrammes.

Hiemit ist dann sofort das distributive Princip
0@+ R=0Q+OR

erfiillt; denn es ist Q 4+ B = 28, wo S der Mittel-
punkt von @ B; dann aber hat man O (Q + &)
=0.285=2.08=01, und man sieht, mit
Fig 14 welcher Leichtigkeit man umgekehrt aus der
Permanenz des distributiven Principes jenen Sum-
menbegriff fm Stiicke von Geraden, die in einer Ebene liegen,
hiitte ableiten konnen. Dass derselbe iibrigens associativ und com-

mutativ ist, bedarf keiner Erlauterung.

Die Resultante zweier in einer Ebene liegenden Kriifte ist der Summe der
Geradenstiicke gleich, durch welche die einzelnen Krifte dargestellt werden.

Das Product eines Punktes O und einer Strecke 5 —= 4 B ist

geometrisch leicht darzustellen, wenn man letztere parallel mit -

sich so verschiebt, dass (Fig. 15) # = B — 4 = B’ — (), wo damn
0b=0B—0)=0B—00=0DH ist.

Das Product zweier Punkte 4 B kann noch in eigenthiimlicher

Weise durch eine Summe eines-durch einen beliebigen Punkt O

gehenden Geradenstiickes und eines Strecken-

77' productes dargestellt werden. Zieht man

/ / namlich (Fig. 15) durch O die Parallele O B’

: mit 4 B, sodass B — O = B — A, so hat

man aus der Identitéit
B ¢ AB=(B—4)(0—B)— (B—4)0
Fig. 15. die Gleichung
AB=(B'—0)(0— B)— (B —0)0

oder

AB=0B +.(B — 0)(0— B).
Hierin ist (B'— O) (O — B) das Product der beiden Strecken

9%

Diagonale OT des aus O @, O R gebildeten . ‘
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OB.BO=—B0O.0OB=—2.BOB =2.BF 0, also dem
- Flicheninhalte des Parallelogrammes 4 B B’ O gleich.

Mechanisch heisst dies: Eine Kraft 4 B ist dquivalent einer ihr an In-
tensitit gleichen und parallelen durch irgend einen Punkt O gehenden Kraft
O B und einem aus den Kriften 4 B,0 C und dem (schiefen) Arme ' 4
gebildeten Kriftepaare, welches in dem Sinne 4 B B’ O dreht.

Addition von Geradenstiicken im Allgemeinen. Nichts ist
leichter als mit Hilfe dieses Satzes die allgemeine Addition belie-
biger Stiicken von Geraden, die irgendwie im Raume liegen, aus-
zufihren. Man ersetze -jedes Geradenstiick durch eine solche
Summe, so liefert deren Addition eine Summe von Parallelogram-
men und eine Summe von, durch Einen Punkt O gehenden Geraden-
stiicken, welche beiden Summen nach unseren friitheren Regeln
wiederum in ein einziges Parallelogramm und ein einziges Geraden-
stiick vereinigt werden konnen, welches im Allgemeinen dem
Parallelogramme nicht parallel ist. )

" Es versteht sich! dass sich die Summe eines Geradenstiickes
und eines Parallelogrammes auch wieder, und zwar auf unendlich
mannigfaltige Weise, in die Summe zweier Geradenstiicke zer-
legen lésst. : )

Dass die hier gelehrte Addition von irgend welchen Geraden-
stiicken commutativ und associativ ist, geht aus den entsprechenden
" Eigenschaften der Addition von sich schneidenden Geradenstiicken
und andererseits von Streckenproducten hervor.

Eine Anzahl von irgend welchen Kriften kann stets durch eine einzige in
einem- beliebigen Punkte angreifende Kraft und ein Kriftepaar ersetzt wer-
den; oder auch durch zwei, auf unendlich verschiedene Weise anzubringende
Krifte.

In speciellen Fillen kann sich jene Summe auf ein Geraden-
stiick allein oder ein Streckenproduct allein reduciren.

Hat man 4 B + C D zu bilden, so mache man
B—A=B—0,D—C=D—0
so hat man ’
AB=0B+ (B—0)(0—B),CD=0D"+4+(D—0)(0— D)
also
AB+CD=0B+ 0D +{B—0)(0—B)+ (D'— 0)(0— D)}
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Ist nun A4 B parallel C D, so kann man die beiden auf einer Ge-
raden ¢ liegenden Strecken B'— O = b ¢, I'— O =1 ¢ setzen,
wo b, b reelle Zahlen sind. Bestimmt man nun O aus

b(O—B) +3(0—D)=0, 0 ="28+2D

b4+7v
so hat man: .
AB+CD=0B+4+0D

d. h. mechanisch: die Resultante zweier parallelen Krifte ist im Allgemeinen
- gleich einer parallelen Kraft, welche deren arithmetische Summe darstellt-
und welche von den Kriften im umgekehrten Verhaltnisse ihrer Intensitat
absteht.

Sind 4 B, C D entgegengesetzt gerichtete, gleiche Stiicke, so
ist B— 0 = — (D'— 0) also:

AB+ CD=D—0)B—D)y=D—0) (B—D).
d. h. dem doppglten Dreiecke C.D B gleich.

Zwei entgegengesetzt gleiche Krifte haben somit keine Resultante, son-
dern bilden ein Kriftepaar. —

Jede Identitit zwischen Producten von Punkten gibt hienach einen geome-
trischen und mechanischen Satz. So hat man:

AB4+ BC+ CA=(A—B)(A4—-0)

und da (4 — B) (4 — C) dem Producte der Strecken BA.CA=CA.AB
also = 2.C 4 B = 2.4 B, 50 hat man den Satz: die Summe der in einer-
lei Sinn genommenen Seiten eines Dreiecks ist seiner doppelten
Fliche gleich. Es ist zu beachten, dass hier die Seiten eines Dreiecks
-nicht als Strecken, also mit sich parallel verschiebbar anzusehen sind. Denn in
diesem Falle ist nach §. 20 die Summe der Seiten Null. Uebrigens mag vor-
stehender Satz noch in die Form gebracht werden: Krifte, welche durch
die Seiten eines geschliossenen ebenen Polygons der Reihe nach
dargestellt werden, haben als Resultante ein Kraftepaar, des-
sen Momentder Flache des Polygons gleichist.

§. 39.
Product von drei Punkten.
Unter dem Producte dreier Punkte 4 B C verstehen
wir ein Ebenenstiick, ndmlich den doppelten Flichen-

inhalt desvon ihnen gebildeten Dreiecks, seiner Grosse
und seiner Ebene nach, d. h. wir setzen das Product 4 B C
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= /) £ F dann und nur dann, wenn das Dreieck A BC mit D EF
in einer Ebene liegt, ihm gleich von Fliche und einerlei Sinnes ist.
Es ist das Produkt der Strecken

(B—A4)(C—B)=(E—D)(F—E), (1)
wenn das Product der Punkte
ABC=DEF; 2)

aber es folgt nicht umgekehrt die Gleichung (2) aus (1), und wir
werden ein Product dreier Punkte 4 B C, ein Ebenenstiick, das
in seiner Ebene (aber nicht parallel zu dieser) beliebig verscho-
ben und bei constanter Grosse in seiner Gestalt verindert werden
kann, wohl zu unterscheiden haben von dem Producte zweier
Strecken (8 — 4) (C — B), welch letzteres allerdings eben jenen
Fliachenraum darstellt, aber ohne Riicksicht auf die bestimmte Ebene,
.welgher er angehort; denn ein Streckenproduct kann im Raume
parallel mit sich bewegt werden, ohne seinen Werth zu &indern.
" Ein Product 4 B C nimmt bei der Vertauschung zweier Punkte

mit einander den entgegengesetzten Werth an; es verschwindet fer-
ner, wenn zwei Punkte desselben in einer Geraden liegen. Dass das
Product 4 B C associativ, also 4 (B O) = (4 B) ( ist, folgt unmit-
* telbar aus seinem Begriffe. Unter dem Producte dreier mehr:
" fachen Punkte a 4, b B, ¢ C verstehen wir das a b ¢ mal genommene
Ebenenstiick 4 B C.

. Mechanisch reprasentirt 4. B C das Moment einer durch das Geraden-
-stiick B C dargestellten Kraft in Bezug auf den Punkt A.

Die geometrische Addition von Ebenenstiicken wird ganz
analog durchgefiihrt als die von Parallelogrammen nach §. 36, und
ebenso auch die Giiltigkeit des distributiven Principes:

AB(C+ D)y=ABC+ ABD.
nachgewiesen werden konnen; der Kiirze halber wollen wir dies
nicht wieder in extenso erldutern. ‘

Was das Product von Punkten in Strecken sei, ist leicht zu
sehen. Hat man 4 B¢ zu bilden, so mache man ¢ = ¢ — A, so
dass ABc = AB(C—DB)=ABC-—ABB=A4BC. Ist
Abc,s0 mache man 6= B — 4, c = C— B und hat dann 4 4 ¢
= AB—4)(C—B) = ABC —AC — BB + 4B) =
ABC—ACH+ ABy=AB(U—AAC+ AAB=A4BC(..

~
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Jede algebraische Identitdt zwischen Producten dreier Punkte
liefert einen Satz, der ebensowohl fiir Flichen von Dreiecken, als
fiir Momente von Kriften ausgesprochen werden kann.

Jede Gleichung zwischen Producten von Paaren von Punkten kann durch
Multiplication mit einem beliebigen Punkte O zu einer Gleichung zwischen den
¥lachen von Dreiecken gemacht werden. Ist z. B. -

. MA4+ MB==MC(C,
30 hat man ohne weiteres

OMA4+OMB=0MC. '

Liegt das ganze System O M .4 3 C nicht in einer Ebene, so ist die geo-
metrische Summe der Ebenenstiicke zu bilden; liegt aber ein beliebiger
Punkt O in der Ebene eines Parallelogrammes A C B M, so ist
der Flacheninhalt des iiber der Diagonale A/ C beschriebenen
Dreiecks O M (C die arithmetische Summe der iiber denSeiten
M Adund M Bbeschriebenen Dreiecke O M .1, O M B; und so findet
Varianox’s beriihmter Lehrsatz, dessen mechanische Bedeutung bekannt ist,
seinen adiiquaten Ausdruck in dieser Theorie.

Um noch ein Beispiel beizubringen: da das Product von 3 Strecken in
einer Ebene nach §. 37 verschwindet, so ist

(M— 4)(M— B) (M—C) =0,

wenn A in der Ebene A B C liegt. Wird dies Product nach dem distributiven
Princip zerlegt und darauf geachtet, dass ein Product dreier Punkte Null ist,
wenn zwei derselben zusammenfallen, so hat man: .
' ABC=MAB+MBC+MCA
einen bekannten geometrischen Satz. -

§. 40.
Product von vier Punkten.

Unter einem Producte von vier Punkten A BCD
versteht man das 4n diesen Punkten gebildete Paral-
lelepipedum, seinem Inhalte und seinem Sinne nach,
ein Raumstiick. Es sind zwei solche gleich anzunehmen, wenn
ihre Inhalte gleich und gleichen Sinnes sind, wie sie auch gestaltet
sein oder liegen mogen, so dass:

ABCD=EFGIH

gesetzt wird , wenn: '
(B~ 4)(C— B) (D — ()= (F—E) (@ — F) (H—6);

und umgekehrt. Um iiber den Sinn der Parallelogramme zu ent-

scheiden, wird man sie als die sechsfachen Volumina der Tetraeder
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A B C D betrachten; zwei Tetraeder A B C D und 4 B C E sind
aber einerlei oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem D und £
auf derselben Seite in Bezug auf die Ebene 4 B C liegen, oder
nicht. Dang sieht man sofort, dass 4 B (' D sein Zeichen bei jeder
Permutation zweier Factoren wechselt.

Die Summe zweier Raumstiicke ist ein Raumstiick, dessen
Inhalt die arithmetische Summe der Volumina der zu addirenden
Raumstiicke. Das commutative und associative Princip ist bei die-
. ser Addition und wie man durch ein dem §. 37 entsprechendes
Raisonnement findet, das distributive Princip bei der Multiplication
von vier Punkten erfiillt, und somit der Name des Productes fiir
A B C D angemessen, da die Associativitit desselben aus der Defi-
nition hervorgeht: ‘denn man kann 4 B C D ebensowohl als Pro-
duct des Punktes 4 in das Ebenenstiick B C D, d. h. als sechs-
fachen Inhalt des Tetraeders mit der Spitze 4 und der Grundfliche
B C D, wie auch als Product eines Ebenenstiickes 4 B C in den
Punkt D und endlich auch als Product der beiden Geradenstiicke’
AB.UD, 4 h als sechsfachen Inhalt des Tetraeders ansehen,
dessen gegeniiberliegende Kanten 4 B, C D sind.

Unter dem Product eines Punktes 4 in 3 Strecken a6 ¢ hat
man nichts weiter als das Raumstiick, welches dem Parallelepipe-
dum a b ¢ gleich ist, zu verstehen, denn setzt man a = B — A4,
b=C—B,c=D— (, so hat man"

Aabe=AB—ANH(C—B).(D—C)=ABCD
Anwendungen dieses Productbegriffes lassen sich so zahlreich machen,
dass ich hier nur einige wenige hervorheben kann.- Aus der Identitit z. B.
(A—D)(B—D)(C—D)= ABC—BCD+CDA—DAB
‘findet man durch Multiplication mit O: .
0(A—D)(B—D)(C—D)=0ABC—0BCD+0CDA—ODAB

Darin stellt, aber die linke Seite nichts anderes dar, als das sechsfache
" negative Volumen des Tetraeders A B C D und man hat daher den Satz:

Die arithmetische Summe der Volume derjenigen Tetrae-
der, welche iiber den Flachen eines Tetraeders A BCD als
Grundflichen und an einer gemeinschaftlichen Spitze O con-
struirt werden, ist, woauch Oliege,constantdem Volumen des
Tetraeders A BCD gleich.

‘
"'l-
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Ist AE=AB+4+ AC+ AD, .
also 4 £ die Diagonale eines Parallelepipedum, dessen drei Kanten
A B, AC, AD sind, so erhidlt man durch Multiplication mit 3 N die Glei-
chung zwischen den Raumstiicken ‘

MNAE=MNAB 4+ MNAC+ MNAD,
welche das Correlat des Satzes von VARiaxox fiir den Raum ist.

Das Product M N. A B heisst, wenn A B eine Kraft ihrer Intensitit, Rich-
tung und Lage nach vorstellt, das Moment derselben in Bezug auf die
Axé M N. Ist die geometrische Summe der Geradenstiicke: .

AB4+CD A4 EF+4...=0,

MN.AB4+ MN.CD+ MN.EF+...=0
d. h. Halten sicheine Anzahl vonKriaftendas Gleichgewicht, so

ist die Summe der Momente in Bezug auf irgend eine Axe
gleich Null

Wir haben in §. 38 gesehen, dass eine Summe von Kriften im Raume auf
unendlich viele Weisen durch zwei Krafte A B, C D ersetzt werden kann,
deren geometrische Summe (4 B + C D), wie sie auch gewabhlt sein mégen,
constant, nehmlich der Summe jenerKrifte gleich ist. Aus A B 4+ C/) = const.
folgt aber (4 B+ C D) (A B+ CD) =const.,also AB.AB+CD.AB
+AB.CDOD4+CD.CD=CD.AB4+ AB.CD=2.4B(CD=const.,
da C D A B durch eine gerade Anzahl von Permutationen der Factoren aus
A B C D erhalten werden kann. Beachtet man nun, dass 4 B. C D) das sechs-
fache eines Tetraedervolums ist, dessen gegeniiberliegende Kanten 4 B, ' 1)
sind, so gelangt man zu dem berihmten Theoreme von CHASLES:

Wie man auch ein System von beliebigen Kraften durch
zwei ersetzenmag, immer bleibtdas Volumen des Tetraeders,
welches dieselbenzu Kanten hat, constant.

Ein Product von fiinf Punkten kann man unbedingt der Null
gleich setzen.

'so ist auch

§. 41.

Reduction der alternirenden Operationen an Punkten anf die
an Zahlen.

Wir haben in den §§. 38, 39, 40 an und mit Punkten auf rein
geometrische Weise ein System von Operationen begriindet, wel-
ches die Eigenthiimlichkeit besitzt, dass das Resultat derselben
jedesmal das entgegengesetzte Zeichen annimmt, wenn zwei der Zu
verkniipfenden Punkte ihren Platz wechseln, und welches wir daher
ein alternirendes nennen konnen.
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Stellen wir jeden Punkt als lineare Function von vier festen

Fundamentalpunkten nach §. 33 dar:

mM=m ], + mydy + mgly + my [,
und nehmen hinzu, dass jetzt vermoge §. 38 die Gleichungen

5L =0, hly=—1Lh,.. -

bestehen, dass ferner das distributive und associative Princip allge-
mein, also auch fiir jene lineare Function M der 4 Punkte /, 1, I, /,
erfiillt ist, so geht hieraus hervor, dags das in § 34 behandelte
Zahlensystem fiir n =4 zur Bezeichnung der Punkte im Raume
angewandt werden muss, wenn man die alternirenden geometrischen
Operationen durch solche an Zahlen ersetzen- will.

Betrachten wir nur Punkte einer Ebene /, /, /, so wird man
eden solchen Punkt M durch die Dreipunktcoordinaten m,, my, my
darstellen:

mM=m +mg Ly + my J
wo, wenn der Punkt ein einfacher sein soll,
m=m + my + mg =1
zu setzen ist. ’ '

.Das zwischen drei Punkten A, B, (' liegende Dreieck z.B. wird,
wenn'

A=“1]1 Y A

B=1b 1y +byly + b I

C=agh+ oh+ gl

gesetzt wird, durch '
a, 6z a3
2. A4BC= |byb,b4
v : £ G 03

dargestellt.

Die analytische Geometrie stellt die geometrischen Objecte durch Coordi-
naten dar, indem sie die eigentlich gegebenen relativen Beziehungen der Ob-
jecte durch Beziehungen auf andere, ausserhalb gelegene Objecte (die Coor-
dinatenaxen) ersetzt; sie wendet dann auf diese Coordinaten Operationen an,
welche erst nachtriglich geometrisch gedeutet werden. In der vorstehends
gelehrten Weise aber werden vielmehr die Objecte an sich selbst betrachtet

und solchen Operationen unterzogen, welche die neuen geometrischen oder
mechanischen Gebilde selbst auf die naturgemiisseste Weise erzeugen.
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Betrachtet man mit Aufmerksamkeit die Form der Relationen von Strecken,
von Dreiecksflichen, von Tetraedervolumen, von Kriften, Kraftepaaren und
ihren Momenten, wie sie bei consequenter Anwendung seiner Bezgichnung von
MéBits in seinem ,, Lehrbuche der Statik (I. Th. 1837) gegeben sind, so
kann es Niemandem entgehen, dass zwischen den Formeln eine eigenthtimliche
Beziehung besteht, welche dem Zusammenhange algebraisch aus einander ab-
geleiteter. Formeln entspricht. Diese Beziehung ist nun in vorstehender Dar-
stellung zu voller Klarheit erhoben worden, indem wir zeigten, dass man der
natiirlichen formalen Bezeichnung der Strecken 4 B, Dreiecksflichen 4 B C,
Tetraedervolume A B C D, eine tiefere Bedeutung unterlegen kann, die sie als
Producte von Punkten erscheinen lisst, so dass jede Gleichung zwischen geo-
metrischen Grossen, wie sie nmach MoBius’scher Art ausgesprochen werden
kann, eine algebraische Identitit zwischen den Producten von Punkten und
umgekehrt jede letztere einen geometrischen oder mechanischen Satz liefert.
Um zu zeigen, wie ungemein dadurch die Auffassung erleichtert wird, habe
ich im vorstehenden anmerkungsweise sammtliche Hauptsitze, welche sich in
den ersten 5 Kapiteln der citirten Statik befinden, angefithrt; muss aber dar-
auf verzichten,hier df fundamentale Bedeytung dieses alternirenden Opera-
tionssystems, namentlich fiir die Mechanik, in extenso darzuthun, und zu
zeigen, wie sich vorstehende Verkniipfungen von Punkten iiberall in der Me-
chanik als der naturgemisse Ausdruck ihrer Beziehungen darbieten.

Die Methode, mit den Grossen in unserem Sinne zu operiren, vereinigt
die Vortheile der sogenannten synthetischen Darstellung, welche iberall die
Objecte selbst in Betracht zieht, und deren gegenseitige Relationen aus ihrer
Anschauung selbst entwickelt, mit denen der sogenannten analytischen Me-
thode d. h. des Calculs, der durch formale Operationen und nach bestimmten
Regeln die Objecte mit einander verkniipft, ohne bei seiner Anwendung einer
fortwihrenden Anschauung des Verkniipften zu bediirfen. Sie verwirklicht
den genialen Gedanken einer geometrischen Charakteristik und einer
Geometrie der Lage, wie ihn LersNiz in kithnen Strichen skizzirt hat:
»Je ne suis pas encor content de I’Algebre, en ce gu’elle ne donne ny les plus
courtes voyes, ny les plus belles constructions de Geometrie. C’est pourquoy
lorsqu'il s’agit de cela, je croy qu’il nous faut encor une autre analyse pro-
prement geometrique ou lineaire, qui nous exprime directement situm,
comme PAlgebre magnitudinem“ (Brief von 1679 an Huvegns, in Uylen-
broek, Cur. Hueenn exercit. math. Fasc. I. 8. 9). ,L’Algebre n’est-autre
chose que la characteristique des nombres indeterminés, ou des grandeurs.
Mais elle n’exprime pas directement la situation, les angles et le mouvement,
d’olr vient qu’il est souvent difficile de reduire dans un calcul ce qui est dans
la figure, et qu'il est encor plus difficile de trouver des demonstrations et des
constructions géometriques assez commodes lors meme que le calcul d’Algebre
est tout fait. Mais cette nouvelle characteristique suivant des figuresede vue,
ne peut manquer de donner en meme temps la solution et la con-
struction et la demonstration géometrique, le tout d'une maniere
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naturelle et par une analyse. C’est & dire par des voyes determinées. . . . .
Je croy qu'on pourroit manier par ce moyen la mécanique presque comme la
geometrie. (a. a. 0. Fasc. IL 8. 6). )

Historisches zum VII. Abschnitt. Schon in der,,Ausdehnungslehre«
GrAsSsMANN’S von 1844 findet sich das System der alternirenden Zahlen und
Operationen, allerdings in einer sehr abstracten und schwer verstindlichen
Darstellung. Im September 1845 hat Saint - VENANT (Comptes rendus, Bd. 21.
S. 620) die geometrische Multiplication der Strecken unabhingig von Grass-
MANN vorgetragen. Im Jahre 1853 trat Cavchy (Comptes rendus. Bd. 36. 8. 70,
129, 161, und in zusammenhingender Darstellung in den Exercices d’ana-
lyse et d. phys. math. Bd. IV. 8. 356) mit seinen ,clefs algébriques oder ana-
strophiques* hervor, welche genau mit GrassMaNN’s alternirenden Einheiten
zusammenfallen (s. Ausdehnungslehre von 1862. 8.IX). Kurz nach der ersten
Aufstellung des vorstehenden Productbegriffs hat in England O’Briex (Phi-
losoph. Magaz. August 1847. S. 139) denselben ebenfalls entwickelt und fiir die
Mechanik verwendet. Von seinen zahlreichen spiteren Publicationen, meist
sehr geringen Umfanges, erwihne ich eine zusammenfassende Darstellung
,On Symbolic Forms derived from the conception of the translation of a
directed magnitude (Phil. Trans. for the year 1852. Bd. 142. S. 161).

An Griindlichkeit und Angemessenheit des Gedankens und der Entwicke-
lung stehen aber alle diese Arbeiten gegen GrRASSMANN’s,' namentlich gegen
seine Darstellung in der ,,Ausdehnungslehre* voi 1862 weit zuriick. In dieser
wird ein Product, wie es in diesem Abschnitte behandelt ist, ein ,.kombinato-
risches und ,,dusseres” genannt. Es wiirde zu weit fithren, wollten wir hier
alle die verschiedenen Productbildungen, welche GrassMaNN untersucht hat,
die dussere, innere, progressive, regressive, die auf ein Hauptgebiet beziig-
liche, die planimetrische, stereometrische u. s. w. Multiplication darstellen.
Sie alle beziehen sich auf alternirende Zahlen, welche aber nach anderen Ge-
setzen miteinander verkniipft werden, so dass der Productbegriff in der.von
uns in §. 34 statuirten Weise hier nicht mehr stattfinden wiirde. Ich zweifele,
dass diese abnormen Multiplicationen in den Zahlen ihre naturgemasse Repra-
sentation finden, vielmehr scheint mir es weit vorziglicher, ihren Begriff rein
geometrisch zu entwickeln, wie dies GRASSMANN in seiner ,,Geometrischen
Analyse* (Leipzig 1847) in’s Besondere fiir das ,,innere Product “ ausgefithrt
hat. Ich bemerke hier nur, dass wihrend das ,iussere Product* zweier
Strecken a b, also das in §. 36 behandelte, seinem numerischen Werthe nach
a b sin (a b) ist, wenn a, b die absoluten Lingen der beiden Strecken bezeichnen, '
ibr ,inneres Product* durch ab cos (a ) dargestellt wird. Ausser O'BRIEN,
welcher a. a. 0. dasselbe anwendet, hat auch Gauss sich mit ihm einmal be-
schiftigt (s. Werke II. Bd. Nachlass S. 305).
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Reine Theorie der Quaternionen.

8. 42.
Definition der Quaternionen; ihre Multiplication.

Unter einer Quaternion®) versteht man eine aus der nume-
rischen Einheit und 3 complexen Einheiten ¢, , 15, ¢ mit reellen oder
gemeinen complexen Elementen iy, 2, .r,, o3 gebildete Zahl**)

§=aot+ a4 +m0 + x50,

wenn die allgemeinen Verkniipfungsgesetze des §. 28 auf sie anwend-
. bar sind und die Bestimmungsgleichungen

*) Ich weiss wohl, dass quaternio eigentlich generis masculini ist: ent-
sprechend dem Sprachgebrauche (die Union, die Million u. s. w.) aber bediene
ich mich, um Harten zu vermeiden, im Deutschen des Femininum.

*¥) Sir R. W. HamintoNn nennt & nur dann eine Quaternion, wenn die
Elemente reelle Zahlen, und eine Biquaternion, wenn die Elemente gemeine
Complexe sind. Wahrend letztere, dig einer eigentlichen geometrischen Dar-
stellung nicht fihig sind, und daher in unserem Sinne (s. S. 7) als traggscen-
dente oder rein formale bezeichnet werden konnen, in HaMILTON'S geometri-
scher Auffassung erst sehr spit und immer nur gelegentlich, etwa so wie die
gewohnlichen complexen Grossen in der analytischen Geometrie als Durch-
gangspunkte, auftreten, so konuten und mussten in meinem Entwickelungsgange
die Quaternionen sogleich in dieser Allgemeinheit aufgefasst werden; so dass
ich auch den Namen in dem obigen allgemeinen Sinne: ohne Schaden anwen-
den kann. . :

Die 3 imaginiren Kinheiten nennt Hamiuron 1, 7, , welché Bezeichnung
ich mit ¢ , ¢y, ¢ vertauscht habe, um durch das griechische Alphabet in iiber-
sichtlicher Weise im Allgemeinen Quaternionen bezeichnen zu kénnen.
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uu=—1, Ke=—1, Ky=—1
Ul == 3
zur weiteren Charakterisirung dienen.
" Insofern auf die Einheiten das associative Gesetz anwendbar
ist, hat man aus ¢, 1o = ¢; durch Multiplication ¢; ¢, 1 = 1, ¢5; da
aber ¢ ¢y 1g==— 13 ist: .

Wiy = — 1

Ferner folgt ¢; 1, t5 = 15 1, aus derselben Gleichung', also

3 log =— — .

. Durch Multiplication der beiden letzten hat man ¢; 13 15 1, = + 1214,
und da ¢33 = — 11ist

Ll = — 1 g =— U3,
also wenn man mit ¢3¢, = — ¢ in. diese Gleichung multiplicirt
i3lle ly — + 4 und somit

i3 = — gl = — 3.

Durch Multiplication der beiden letzten Resultate gewinnt man
gty t3 = + L35, also:

lglg = — lalyg =— — ly.
So siecht man, dass infolge der Bestimmungsgleichungen die com-
plexen Einheiten bei der Multiplication nicht commutativ sind, son-
dern das Product je zweier sein Zeichen #indert, wenn die Factoren
ihre Stelle wechseln.

Beachtet man noch, dass ¢ 13 43 = ¢; 3 = — 1, 80 hat man
zur Reduction der Einheitsproducte, folgendes System von Glei-
chungen, was man bei allen folgenden Rechnungen im Auge hehal-*
ten muss:

lxt1==—"1, lgl,2=—1, 13t3=.—1
we=r+1, =414, =41
bty =13, Blg=—U, Lig= I3 ()
lllg'l3=lgl,3l1=lsl.]l2=+1
Lilgly ==1la I3 = lglgty = — 1

Mit Hilfe “dieser Relationen und des distributiven Principes
erhilt man, wenn ’
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a=a,+an+an+ 3 3
B="bo+ bt + btz +bsus
7=c¢ct eyt et e
und
af=y
geset7t wird, bei Ausfiihrung des Productes die Relationen:
agby —ay by —agby —agby=c | .
a by + a1 byt aghy — a3 by = ¢, @)
agby — a, b3 + a3 by + ag by = ¢
ag by + a1 by —ag by + ay by = c3
wie sich denn iiberhaupt das Product einer Anzahl von Quaternio-
nen immer wieder auf eine einzige bestimmte Quaternion reducirt.

Zur bequemeren Behandlung der Quaternionen bezeichuet
man in

a=ay+ a1y + agts + as 3
das Glmd a, als den Scalar-theil:
S o == dy,
und als Vector-theil die Summe
' Vq=a111+"ela+(’3l:x,
so dass
ea=S8u+ Ve
Dann ist o
af=F c+Vu) (Sp’-l—V[})—Sa Sg+8Sp.Ve + Sa N +Vu N
und nach Vertauschung der Factoren: '
Be=Sa.8S84+88.Ve+Sa.Vg+Vp.Va,
worin nur das letzte Product V 8.V ein anderes geworden ist. Um

dessen Veriinderung weiter zu iibersehen, so bilden wir die beiden
als Quaternionen erscheinenden Producte:

Ve VB =—1(a, b, + a3, + a3 &)
+ (a3 by — agby) iy + (as by — ay by) iz + (a1 by — ax by) s

V. Va=—1(a; b + a3 b + a3 b3)
— (ay by — a3 bg) 1, — (ag by — ay bs) 1z — (4 by — ay bl) 3

und man sieht, dass
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S(Va.Vg) =+ 8(Vg.Va) ®)

ViVa.V8)=—V(Vg.Vo) :
so dass die Producte a g und g o in dieser Weise:
af=Se.S8+Sa.V8+8S8.Va+ S (Va.V8) +V(Va.Vp) ; @
Be=S8c.Sg+Sa.Vg+88.Va+8(Va.V8)—V(Va.Vp)
geschrieben werden konnen, worin die Veriinderung, welche ein

Product zwejer Quaternionen in seinem Vectortheil durch Ver-
tauschung seiner Factoren erleidet, zur Evidenz gebracht ist.
Als die zu
: a=Sa + Va
conjugirte Quaternione bezeichnet man :
Ke=Sa— Ve,
und es ist’
2.8Sc=ac+ Kea
2.Vo=ae—Kea ©)
dann wird : )
¢a.Kae=Ba+Va)Be—Va)=8a) — (Va):=Ng,
wenn man als Norm N ¢ die Summe der Quadrate:
Ne=a?+a®+ a?+ a=0ca.Ka (6)
‘bezeichnet, auf welche sich jene Differenz der Quadrate reducirt, da

Va@= (a4 + ag 1z + a33)? = — (a,® + a® + a3?) (7)
gefunden wird. ) :

" Aendert man in dem obigen Producte
af=Sa.88+S(Va.VE) +[Sa. VB +S8.Va + V(Va.VQ)]
das Vorzeichen des'Vectortheiles, so hat man:
K(ef)=8¢.88—8¢.V8—S8.Va+ S (Va.Vg) — V(Va.Vg)
oder nach (3) ' ‘

K@p)=8a«.88 —8a.Vg—88.Va +Vg.Va
Nun ist
K8.Koa=(S8—VB) (Sa—Va)=Se.S—Sa. Vg—S8.Va +V8.Va
womit man die wichtige Relation:

Kg.Ka=K(ap) (8)
erhalt. .



§. 42. Definition der Quaternionen; ihre Multiplication. ‘145

Multiplicirt man ¢ g =y mit K(a¢8) =Ky, so hat man
af.K(@pg)=y.Ky oder nach 8) a $Kg.Ka=Ny. Nun
ist nach (6) s Kg=Ng also aKa.Ng=Ny und endlich
Na.Ng =Ny, so dass man die Identitéit: o
(a0 + a;2+ as2 + as?) (ho? + b1+ by® + by2) =y + 2+ 3% + c52
erhilt, wo die ¢ aus den a, 4 vermittelst der Gleichungen (2) zu
bestimmen sind. *)

Die (positive) Quadratwurzel aus der Norm:
= }/ao" + a2 +‘asz + a?
nennt man den Tensor der Quaternion und bezeichnet den Factor
Ua= ao+a|ln+'leli+asls
Vm#+aﬁ+aa+as
als den Versor, so dass
e=Ta.Ue.. (10)
Letzterem kann man noch eine wichtige Form geben. Bezeichnet
man namlich:

G+ asr + agig —_
so hat dieser Ausdruck nach (7) die Elgenschaft, dass

te=—1,
und setzt man:

a Vol + ai + agt
= = ————— =08 ¢p,
Vol + ¢ + as* + ag? Vad + a* + ai* + as?
was offenbar immer méglich ist, so hat man:

=sing

*) Dieser. interessante Satz, nach welchem das Product zweier Zahlen,
welche die Summen von vier Quadraten sind, immer wieder als Summe von
vier Zahlen, welche von den Elementen der Factoren rational abhéngen, dar-
gestellt werden kann, ist zuerst von EULER entwickelt. Er ist die Verallge-
meinerung des Satzes, welchen die gemeinen complexen Zahlen an die Hand
geben, wonach, wenn

(ot arf) (ot brt)=cot 17,
also

by —ay by =1¢o by 4 a1 by =0
(@ + a@?) (bo* + b;?) = ¢o* + &1?

gesetzt werden kann. " Mit der Ausdehnung dieses Satzes auf mehr Glieder

haben sich Joux GRaves und KIrRgmaN (s. oben S. 105 und 110) beschéftigt.
Hankel, complexe Zahlen. 10

ist,
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;X=Ta.(008q)+L«Siﬂlp), (11)
eine Gestalt der Quaternion, welche der reducirten Form der
gewohnlichen complexen Grossen entspricht, und aus der man die
Gleichung '

o" = (T a)* (cosn g + ¢ sinn ) 12)
fiir ganze n sofort erschliessen kann.
Man ist berechtigt, die Definition der Exponentialgrosse:

-0
2-35 ®
. n=0
auf den Fall, dass g eine Quaternion ist, auszudehnen, so dass man in vor-
stehender Bezeichnung
_ e=Ta.c? (14)
setzen kann. Es ist aber wohl zu beachten, dass der Exponentialgrosse jetzt
die Eigenschaft i :
eBer —ePty ’ (15)
im Allgemeinen nicht, und nur dann zukommt, wenn 8y = y g ist; denn es
ist in der Quaternionentheorie: .
B+ =F+pr+ys+7

yon \ )
ﬂa -+ 2ﬂ7 + }’2:
und .
B+ =p8+(By+By8+y)+ (2B +yBy+ By +¢°
yon

B+ 3y + 38y + 9
im Allgemeinen durchaus verschieden — auf dem binomischen Lehrsatze fiir
ganze Exponenten aber beruht jene Eigenschaft (15) in dem Gebiete der ge-
meinen complexen Zahlen. —

Betrachten wir nur solche Quaternionen, welche reelle Coefficienten
haben, so ist ihre Norm eine positive, von Null verschiedene Zahl, ihr Tensor
eine reelle positive Zahl und der im Versor (11) erscheinende Winkel, ihre
Amplitude, reell.

§. 43.
Producte von Vectoren.
Von besonderer Bedeutung fiir die Anwendung auf die Geo~

metrie sind die Producte reiner Vectoren, die wir, um Verwech-
selung mit den allgemeinen Quaternionen zu vermeiden, in.diesem
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8. durchaus mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichneﬁ wer-
den, so dass:
a=uay4 + a3 + ag4s
b=bty+byta+ b3

WO ay, ag, ag, by, ... gemeine complexe Zahlen sind.

In diesem Falle ist Va =a, Sa==0 und daher der con-
jugirte Vector

Ka= —a. (1)
Nach (8) in §. 42 hat-man K (a4) = Kb.Ka = (— 4) (— a) also:’
. K(ab)—ba. @)
Ebenso ist
K(@b.c)=Kc.Kab=Kc.Kbs.Ka=—cba

K(ab.cd)=K(cd).K(ab)=Kd.Kc.Kb.Ka=+dcba
u. s. f, so dass nach (5) in § 42 .
2.8(@b)y=2ab + ba, 2N(@lb)=ab—"la
2.8@be)y=abc—cba, 2.N(abc)=abc+ cba 3)
2.8(ubecd)=0abcd + dcba, 2.N(abcd)=abed — dcba (
u. 8. f. Hieraus, so wie auch aus (3) in §. 42 folgt weiter:
S@b)=+ S(ka), V(ab)=—V(ba) “)

und es wechselt daher die Quaternion a &, welche durch:
ab=—(a, b + a3 b; + ag by)

+ (asbs — a3 &)ty + (ag by — a3 83) 15 + (a1 by — a3 8y) 13
dargestellt wird, das Zeichen ihres Vectors, wenn die Factoren ihre
Plitze vertauschen.

Man hat ferner ab.c={S(ab) + V(ad)}c; da nun S(ab).c
selbst ein Vector ist, so hat man:
S(abe)=S{V(ab).d B)
Da nun V(ad) = —V (& a), so sieht man, dass S (bac)=S{V(ba). c}
= — 8{V(ad).calso: S(abc)= — S(bac). Ganz &hnlich
iiberzeugt man sich, dass S (a 4c) = — S (a ¢ %) und da man aus
(3) die Gleichung S (a 6 ¢) = — S (c 4 a) erhilt, so ist:
+S(@bc)=+S(bca)=+S(cad) ®)
=—8(acd)=—8(bac)=—8(cbda)

10%
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Man hat nach (3)
2. V[a V(e =a.Vibe) —-—V(bc) a;
nun ist 0=a.8(bc)—S8(c).a
also durch Addition: '
2.Via. V(Z)c)]=al;c——bca. )
Schreibt man identisch ’
abc—bca=(ab + ba)c——b(ca + ac),
so hat man nach (3)
‘ Via.V(6¢) =c.S(ab) — &.S(ca), (8)
welche Gleichung addirt zu der selbstverstindlichen:
Via.S(he))=a.S(c),
die wichi:ige Gleichung :
(abc)—aS(bc)—bS(ca)+cS(ab) ©)
liefert. Stellt man mittels dieser z. B.
Viach)=aS(bec)+ 68(ca) — ('b(ab)
dar, so bemerkt man, dass ausser der aus (3) folgenden Relation:
V(@abe)=V(cbha), (10)
zwischen den Vectoren der permutirten Producte abec, acb,’

keine so einfachen Beziehungen, als zwischen ihren Scalaren statt—
finden.

Aus (8) folgt:
V(6. V(ca)] = aS(bc) —¢S(abd)
V[c.V(ad)] =S (ca) —aS(bo)
und durch Addition dieser Werthe zu (8):
Via.V(@e)]+V[e.V(ca)] +V[c.V(abd)]=0.
- Nach (5) und (6) hat man:
Sla.V@e) + S[b.V(ca)] + S[c.V(abd)] =3.S(abe)
also, wenn man vorstehende Gleichungen addirt:
a.V@&e)+ b.V(ca) + ¢c.V(abd) -—3 S(abc) (11)
Aus (8) findet man
V[V(abd).V(cd)} =dS[c.V(abd)] — cS[V(ab) d]

und somit nach (5)
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V[V(ad).V(cd)]=dS(abc)— cS(abd
Hienach ist:

ViV(ed).V(ba)]=aS(cdb)— 68 (cda);
nun ist aber V(b a) = — V(a b), also
VIV(abd).V(cd)] = —-—V[V(b a).V(cd) =+ V[V(cd).V(ba)]

und daher:
’ dS(abc)——aS(bod)-l—l)S(cda)—cS(abd)—() (12)
womit man, wenn d durch r ersetzt wird, die wichtige Formel :
rS(abc)y=aS(crb) + bS(arc)+ cS(bra) (13)
erhilt. :
Es mag hier noch d(:)s Productes von 4 Vectoren kurz gedacht werden:

Zerlegt man abcd in a.bcd, so trigt das Glied a.S (b ¢ d) zum Scalar-
theile von a & ¢ d nichts bei, da es ein reiner Vector ist; also hat man:

S@becd)=S8{a.Vbca);
unlstnach @) Vecd)y=08(cd)—cS(db) + dS (bc), also:
S@bcd)y=S8(ab). S(cd) —8(ac).S(db)+ S(ad). S(be) (14)
Hieraus folgt:
S(ecda)=S8(bc).S(da)—8(d).S(ac)+ S(ba).S(cd)
also, da der Scalar S (ad) =S (da)u. 8. f.

S(abed)=S(bcda), (15)
so dass eine cyklische Permutation der Factoren des Productes von 4 Vectoren
nichts an seinem Werthe andert. Nach (3) hat man noch  «

S(@abecdy=S(dcba) © o (16)
womit die einfachen Relationen erschﬁpft sind. Denn der aus (14) abgeleitete
Werth:

"S(abdc)=S(ab)S(dc)—S(ad)S(cd)+ S(ac)8(bd)
steht mit S (a b ¢ d) in keiner einfachen Beziehung.
Sucht man 8 (a b ¢ d) zu bestimmen, indem man a & ¢ 4 in
ab.cd=S(ab).S¢d)+ S(ab).V(cd) +8(cd).Vead) +V(abd).V(cad)
' zerlegt, sp sieht man, dass:
S(abed)=S(ab).S(cd) + S{V(ab) V(cd)}

und durch Vergleichung mit (14) die Identitit:

8{V(abd).V(cd)}=S(@ad).S(bc)—8(ac).8(ba) an -’
erhalten wird.

Weitere Relationen dieser Art, welche sich noch in grosser Anzahl bei-
bringen liessen, iibergehen wir. Doch kénnen wir nicht unterlassen, hier noch

\
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auf die Form aufmerksam zu machen, welche das Product dreier Vectoren
explicite zeigt. Man hat:
(@r1y 4 ag g + ag1s) (by oy + by o5 + b3 15) ==
— (@154 agbs + az by) + (asbs— asby) oy + (@3dy—a,bs) ea + (3163 —asby) ¢s
also:
(@101 + Ggrg + asts) (bres 4 bate + b3ts) (€14 + Catg + c313)
= — [(@1 b — azby) cs + (az bs — a3 bs) ¢, + (asby — a, b5) c5]

4 [— (@151 4 as by + azbs) ey + (a3 by — a1 b3) €5 — (a1 by — a3 by) ce] 14

4 [— (@151 + 6383 + agbg)cs + (@15 — ag by) ey — (@83 — azdy) cs] 15

4+ [—(a1d1 4 agby + asbs)cs + (agby — asby)cg — (az by — a1 b3) ] es
woraus man

ay Gy as
S(abc)=— 61 be bn (18)
¢ Cp C3
und, da
S(@ab) =— (a1 by + az by + a3 bs),

durch identische Umgestaltung fiir V (a 4 ¢) den in (9) gegebenen Ausdruck
erhalt. So wird z. B. (12) abgeleitet werden kénnen aus:
a b ¢ d
a b ¢ d,
as bs c3 dy
as by c3 dy
einer Gleichung, die identisch erfullt ist, weil die erste Zeile lineare Funetio-
nen der Glieder in den folgenden Zeilen erithalt.

-

§. 44.
Division der Quaternionen.
Unter dem Quotientenv

E=2£ : )

zweier Quaternionen hat man (vergl. § 7) eine solche Quatermon 3
zu verstehen, fiir welche:

. fa=p (@)

ist. Hieraus erhélt man zur Bestimmung der Coefficienten in
=zt mu+ 2+ a5, »

die 4 linearen Glelchungen
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. &g @y — &y @y — Xy Gy — X3 ag = by
w1+ao-"31¢'0+‘l‘2“a—1'3“2?61 3)
. &g @y — Ty ag + X3 ap + X3 ay = by
) xgaz + xy a3 — x50 + w300 ="b
Anstatt die Elimination der u«y, @y, x,, x; direct vorzunehmen,
multipliciren wir (2) mit K o 1nd erhalten so §eKa=p8Ka -
oder nach (6) in §. 42:
§=y,8Ka | @
woraus sich denn-
Na..’l'0=1)oao + I)lal + bg'ug + 6303
Na.w1=blao—boai+b3a2—bga3 (5)
Na.xy=byap — by a, — by a5 + b, ag
Ne.wg="byay + byay —bya; — by ag
als die zu (3) inversen Gleichungen sofort ergeben.
Man sieht hieraus, dass die Division mit  in g eindeutig und
bestimmt ist, mit Ausnahme des Falles, dass
No=ap® + a;® + a3 + a2 =0
ist, in welchem sie durchaus unbestimmt wird. Solcher Quater-
nionen, welche in Bezug auf die Division dieselbe Rolle spielen, wie
die Null in dem gemeinen Zahlensysteme, gibt es unendlich viele,
wenn die Elemente a,, a,, as, a3 der Quaternion gewGhnliche com-

plexe Zahlen sind. Werden letztere aber in ihrer Variabilitit auf
reelle Zahlen beschriinkt, wie dies bei der geometrischen Anwen-

‘dung der Quaternionen geschieht, so kann N ¢ nur verschwinden,

wenn ¢ = 0,d. h. ¢y =0, @, =0, a3 =0, a3 = 0; und es ist
die Division in diesem Gebiete der reellen Quaternionen nur dann
unbestimmt, wenn der Divisor Null ist. —

Es ist von Interersse, aus der Gleichung (4) die Sitze des
§. 7, welche fiir eine nicht commutative Multiplication galten,
direct abzuleiten. "

Zunichst ist aus (4)
£ __ bKe

P Ne
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also
. 1_1&
’ « Ne
und daher . K .
l__ «__ B
B e =FFa" 0
8. (13) in §. 7. Ferner ist
a.ﬁ_wﬁlﬁ’____“_ﬂ
¥ Ny ¥

s.(4)in § 7; und weiter: : !

o [
(3) =(§)K7___axp.xy

7 Ny Ng.Ny
Da nun nach (8) in § 42 K. Ky = K(y 8), so hat man vor-
stehenden Quotienten

8. (D) in §. 7. Endlich ist
« =aNy=aK(ﬁ.Ky)
(p) BKy Ng
Y
und da K (K y) =y, so ist K(g8. Ky) =KKy). Kﬂ——y Kg
und somit vorstehender Quotient

8. (6) in §. 7. Dies sind die Grundgleichungen fiir die Transforma-
tion der Quotienten von Quaternionen, aus denen Identititen wie

s ®
leicht folgen; denn es ist
« B 1 1 |
Ll f =g =2.
By 8
Ebenso ist 4 Y Y
e f.7r_
B v « -
u. s. f. Dagegen sind Gleichungen wie
LA Ba ® ad
Bp=o% “’(-_,s) 8
y

(vergl. 1% 2* 6*in §. 7) in der Theorie der Quaternionen nicht wahr.



§. 45. Algebra der Quaternionen. 1563

§. 45.
Algebra der Quaternionen.

Der Umstand, dass fiir die Quaternionen die Division nicht in
allen Fillen bestimmt ist, bewirkt in seiner Vielgestaltigkeit noch
mancherlei paradoxe Verhiiltnisse. So hat die Gleichung

§2 =0,
wenn
§=ux14+ ) + w345
gesetzt wird, unendlich viele Wurzeln, ndmlich alle die, fiir welche:
m,ls + 1‘22 + 1‘32 = 0’

und es tritt die Erscheinung, dass sich ein Product nicht in
jedem Falle indert, wenn sich ein Glied des Productes
dndert, eclatant hervor, wenn man bedenkt, dass die Gleichung:

§7] = ;1
wo & eine Wurzel von £2 = 0 bezeichnet, gleichzeitig mit
E+ 2 =1

erfiillt ist, wenn « irgend eine gemeine complexe Zahl ist.

Ebenso wie & = 0 hat auch die Gleichung
2=a,
wo a wiederum eine gemeine complexe Zahl bezeichnet, unend-
lich vigle Wurzeln. Denn jedes
. §=zmutzu+tae
erfiillt, wenn ‘
72+ xet + xg?=—a

ist,"jene Gleichung. Ist z.B. a = — 1, so gibt es ausser £ =¢,, 15, t3
noch unendlich viele Wurzeln £ der Gleichung ’

j §2 =—1 y
und zwar sind solche

§=t1 COS8 ¢y + ty CO8 aty 4 3 COS o3

wenn cos? o, + cosfay + cos?oz =1, wo also «, oy, a5 die
Winkel einer Richtung mit den Axen eines orthogonalen Coor-
dinatensystems, aber auch allgemein complexe Zahlen sein konnen.
Es ist aber, da die Multiplication einer Quaternion’ und einer ge-
meinen complexen Zahl commutativ ist:



Ao(@o® — 4% — g® — @g?) — 20,0621 — LagiToTa — gy + Bog— byity—
Gy (L% — Xy 2 — 097 — &3?) + 2800y — 2a5LoiLs 4 209705 + by To+ botr— bsTaA- beLs 4 €, =0
Zg2) + 2a3L08y + 2a0Toy — 2038085 + begt bs®y + bota— 1Tz =0
e(T0? — 2,2 — 29? — £5?) — 2a9%0 Ty + 20, Tog + 2303 + baTo— ba®i+ byTat boBa+t- 3 =0

g2 — )3 — T —
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g—a=E—Va)E+Va)
und wenn die Quaternion & eine der unendlich vielen Wurzeln von
&* = a bedeutet, so verschwindet das Product

E—Va)E+Va)=0
ohne dass einer der Factoren verschwindet. Soistz. B.

—)w+)=u’+yi—iy—=4n*—2=0,
wo ¢ ‘die gewohnliche imaginire Einheit bedeutet, ohne dass
u = + ¢ gesetzt werden darf.

Es liegt hier die Frage nach der Auflssung der algebraischen
Gleichungen in Quaternionen so nahe, dass wir sie wenigstens in
der Hauptsache beantworten wollen.

Ist eine Gleichung nten Grades

wf+ '+ .+, =0

gegeben, wWo ap, ... o, Quaternionen, oder im speciellen auch ge-
wohnliche complexe_oder reelle Zahlen bezeichnen kénnen, und &
als Quaternion bestimmt werden soll, sq erhiilt man durch Ver-
gleichung der mit den 4 Einheiten multiplicirten Glieder und
wenn man -

‘ §=w0+x111+.t2t2+a:3¢3
setzt, 4 Gleichungen, welche in jeder der Unbekannten x, «;, g, a4
vom nten Grade sind, und deren Auflosung 4 simultane Systeme,
d. h. #¢ Werthe von § ergibt. Es hat also eine Gleichung 2ten
Grades im allgemeinen 16, eine Gleichung 3ten Grades 81 Wur-
zeln u. s f

Jene Gleichungen sind z. B. fiir eine quadratische Gleichung

af+pE+y=0
wo die Coefficienten von o, g, y durch die entsprechenden latei-
nischen Buchstaben bezeichnet werden:

In speciellen Fillen reducirt sich die Anzahl der Wurzeln
bedeutend.

byta— byt co =0
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Die obige Form der Gleichungen nten Grades ist aber keines-
wegs die allgemeinste; denn betrachten wir z. B. lineare Gleichun-
gen, so konnen diese neben Gliedern o & noch andere &g oder
allgemein « &8 enthalten, welche sich, da die Vertauschung der
Factoren nicht zuliissig ist, nicht auf erstere reduciren. Die all-
gemeine Form der linearen Gleichungen ist daher:

Za-§ﬂn=7

wo die Summe aus beliebig vielen Gliedern besteht; denn in der
Form o« & 8 sind offenbar die speciellen « & und & 8 eingeschlossen.

Die quadratischen Gleichungen konnen neben Gliedern « £2,
&8, a&p noch Glieder « £ &y enthalten und zwar umfasst
letztere Form jene speciellen, so dass: ‘

. 2 nlBulyn + Donbea=¢

die allgemeinste quadratische Gleichung darstellt. Man kann so
mit Leichtigkeit die allgemeinsten Formen der Gleichungen nten .
Grades angeben und sieht, dass das obige Raisonnement, nach
welchem jeder solchen Gleichung »n* Wurzeln zukommen, auch fiir
diese ihre Giiltigkeit behélt.

Es wiirde der Natur des Quaternionencalculs in seiner An-
wendung auf Geometrie wenig entsprechen, wenn man die Auf-
losung solcher Gleichungen in der angegebenen Weise auf die
einzelne Bestimmung der 4 Coefficienten reduciren wollte. Denn
es wiirde dabei die geometrische Interpretation des Resultates
iiberall erst nachtriiglich (wie in der analytischen Geometrie) durch
ein gliickliches Aper¢u gefunden werden konnen, wihrend es eben
eine der wesentlichen Eigenthiimlichkeiten der Anwendung der
Quaternionen und iiberhaupt der complexen Zahlen auf die Geo-
metrie ausmacht, dass sie iiberall die geometrische Bedeutung der
Formeln sofort ergeben. HaminroNn hat daher Auflosungsmethoden
fiir die linearen (Lectures on Quat., S. 559) und die quadratischen
Gleichungen (Lectures, S. 631) gegeben, bei denen der Scalar und
der Vector der gesuchten Quaternion direct bestimmt wird, indem
man mit den Zeichen S, V in der §. 42 und 43 gelehrten Weise
operirt. Diese Methoden sind jedoch sehr complicirt, wenig iiber-
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sichtlich und doch rein theoretisch von so geringem Interesse, dass
ich bei dem Umfange, den ihre Exposition einnehmen wiirde, hier
mich begniige, sie nur angedeutet zu haben.

Nachdem im’ vorstehenden die Theorie der Quaternionen
selbststindig und ohne Riicksicht auf ihre geometrische Darstell-
barkeit behandelt ist, gebén wir im folgenden Abschnitt ein System
geometrischer Operationen und daraus entstehender Grossen,
welche schliesslich in §. 55, als mit den hier auseinandergesetzten
formalen Operationen zusammenfallend, nachgewiesen werden. Die
Entwickelung vorr §. 46 bis 54 aber ist, wie ich ausdriicklich be-
merke, ginzlich unabhingig von der vorstehenden.



NEUNTER ABSCHNITT.

Geometrische Darstellung der Qﬁaternionen.

8. 46.
Addition der Bogen anf der Kugel.

In den geometrischen Untersuchungen des V. Abschnittes ist
die Ebene, in denen des VII. der freie Raum als Constructionsfeld
benutzt worden. Bei der durchgreifetnden Analogie, welche die
Geometrie der Kugel mit der der Ebene hat, ist nun der Versuch
gerechtfertigt, auf der Kugel selbst, und ohne dass dieselbe auf
andere Raumgebilde bezogen wird, Operationen durchzufiihren,
welche den allgemein formalen Regeln des §. 6 geniigen.

. Sind 4, B, ... bestimmte (von jhren Gegenpunkten unterschie-
dene) Punkte einer Kugel, so werden wir unter der. Differenz
(B — A4),den zwischen 4 und B liegenden Bogen A B eines Haupt-
kreises — den Versor 4 B — verstehen, seiner Grosse nach und
insofern er in diesem Hauptkreise liegt; d. h.: wir werden 4 B=
CDsetzen, wenn der Bogen C D ebenso gross als 4B
ist, und mit ihm gleichgerichtet, in demselbén Haupt-
kreise liegt, wihrend zwei Bogen, welche diesen beiden Bedin-
gungen nicht gleichzeitig geniigen, als ungleich angesehen werden.

Zwischen zwei Punkten 4, B eines Hauptkreises gibt es 2 Bogen, deren
Summe den ganzen Umkreis 27 ausmacht. Einer Festsetzung, welcher von
diesen gemeint sei, bedarf es so lange nicht, als der Bogen, dessen Anfangs-
und Endpunkt immer bestimmt sein muss, nur als geometrisches Gebilde
erscheint. Soll aber ein solcher Bogen gemessen werden, so wird man die bei-
den oder vielmehr die saimmtlichen Bogen, durch welche 4, B in ihrem Haupt-
kreise verbunden werden kénnen, von einander unterscheiden miissen. Dies
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kann geschehen, indem man sich den positiven Sinn des Hauptkreises gegeben
denkt, in welchem seine Bogen gemessen werden. Bezeichnet man dann mit
« den in diesem Sinne von A4 nach B fithrenden kleinsten Bogen, so wird der
Bogen, welcher im umgekehrten Sinne von 4 zu B fihrt, als (« — 27) anzu-
setzen sein, wie iiberhaupt der Bogen durch jene Festsetzung noch um Viel-
fache von 27 unbestimmt bleibt.

Wir werden im Folgenden den positiven Sinn eines Hauptkreises iiberall,
wo es dienlich ist, ohne weiteres als willkiihrlich gegeben ansehen und ihn
in den Figuren durch angesetzte Pfeile bezeichnen.

Der Begriff einer Differenz B — A4 setzt den der Summe
voraus, nidmlich
oder in unserer Bezeichnung

AB + 4= B,

d. h. man addirt einen Bogen A B zu einem Punkte 4, indem man
letzteren auf seinem Hauptkreise nach B, aJso um den Bogen 4 B
verschiebt. Erschien daher der Bogen 4 B zunichst nur als der
mathematische Ausdruck des Lagenverhéltnisses von 4 und B, so
ist er in letzterer Gleichung ein Zeichen, welches eine Operation,
eine gewisse Verschiebung bezeichnet und kann daher sehr passend
ein Versor genannt werden.

Da die Differenz zweier Punkte kein neuer Punkt, sondern ein
davon ganz verschiedenes geometrisches Gebilde, ein Versor ist, so
leuchtet ein, dass zur vollstindigen Definition- des Additions- und
Subtractionsbegriffes von Punkten und Versoren noch weitere Con-
ventionerr n6thig sind, welche uns. durch das Princip der Perma-
nenz an die Hand gegeben werden:

So wird man von der Gleichung:

C—B)+(B—4A)=(C—4), BC+A4B=AC
ausgehend (s. Fig. 16), folgende Definition erhalten: .

Unter der Summe zweier Seiten eines sphirischen
Dreieckes versteht man die dritte Seite, oder genauer:
Wenn man mit B den einen Durchschnitt der Haups-
kreise zweierBogen o, 8 bezeichnet und e=A4B,8=BC
macht, so ist

B+a=BC+ AB=AC
dem 4 und C verbindenden Hauptkreisbogen gleich.
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Unter « + g wird man dann einen Bogen zu verstehen haben,

den man erhilt, wenn man 8 = C’' B, « = B A4’ setzt; dann ist:
e+ B8=BA4+CB=C4
ein Bogen, der dem A4 C zwar an
absoluter Grosse gleich ist, aber
mit ihm im Allgemeinen nicht in
einem und demselben Hauptkreise
liegt und daher von ihm als ver-
schieden angesehen werden muss.
Die Commutativitit findet
somit bei dieser Addition
Fig. 16. nicht statt.

Es kann also auch keine mit ihr verbundene Multiplication geben (s. §. 7)
und es wire daher der Name der Addition fiir vorstehende Thesis im Grunde
nicht zuldssig. In der That werden wir in §. 51 u. ff. sehen, dass die hier als
Addition bezeichnete Operation wesentlich eine Multiplication ist. Indess wol-
len wir fir diese Zusammensetzung der Bogen bei der Analogie, die sie mit

der Addition der Strecken hat, diesen Namen einstweilen beibehalten und sie
zum Unterschiede als sphérische Addition bezeichnen.

Die Figur A C A’ C heisst nach GupermMaNN (Lehrb. d. nied. Sphirik 1835,
§. 18, 83) ein sphiarisches Parallelogramm, und die gleichen Seiten
A C, C A’ parallel. In diesem Sinne wird man sagen missen, dass, anders
wie bei Strecken, zwei Versoren alg einander nicht gleich anzusehen sind,
wenn sie auch gleich an Grdgse und parallel sind.

. Nur im Falle, dass «, # Versoren desselben Hauptkreises sind,
ist die Addition, welche sich dann auf die ggwohnliche arithmetische
Addition reducirt, commutativ. Sind «, # Quadranten®), so liegt
(' 4’ mit 4 C in demselben Hauptkreise, aber in entgegengetztem
Sinne, so dass (¢ 4+ ) = — (8 + a).

Die Subtraction zweier Versoren ergibt sich mit Riicksicht auf
das allgemeine Gesetz, dass ein Versor sein Zeichen wechselt, wenn
seine beiden Glieder vertauscht werden, denn wenn ¢ = B 4',
g = B C (Fig. 16), so ist

¢«—f= BA-—BC=BA+CB=CA.
—B+a=—CB+ AB=BC' + AB=AC"

*) ,,Quadrantal oder ,,Right Versors* nach Hamizrox.
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. 8. 47.
Addition von Hauptkreisen auf der Kugel.

In der Sphérik gehen iiberall zwei Reihen von Sitzen neben-
einander her, von denen sich die eine auf Hauptkreise und ihre
Durchschnittspunkte bezieht, die andere auf Punkte der Kugel und
die sie verbindenden Hauptkreise. Man erhilt bekanntlich je zwei
solche in dualer Bezxehung stehende Sitze aus einander, indem
man die Hauptkreise durch ihre Pole, die Punkte durch ihre Aequa-
toren, denen sie als Pole entsprechen, ersetzt.

Soll aber die Beziehung eine eindeutige sein, bei welcher jédem Kreise
nur Ein Pol entspricht, ebenso wie jedem Pole nur Ein Kreis, so muss man
jedem Hauptkreise einen bestimmten (iibrigens willkiirlichen) positiven Sinn
beilegen und ibn in der dualen Figur nur durch einen Pol, den positiven,
ersetzen, den wir dadurch bestimmen wellen, dass von ihm aus einem auf der
Kugel stehenden Beobachter jener positive Drehungssinn des Hauptkreises von
links nach rechts, wie der Zeiger der Uhr gehend, erscheinen soll. Misst man
dann in demselben Sinne den Winkel a & der
positiven Richtungen zweier Hauptkreise
a, b, so ist derselbe gleich dem Bogen 4 B,
welchen die positiven Pole 4 und B dieser
Hauptkreise mit einander bilden (Fig. 17).
Soll jener Winkel a b bis auf Vielfache des
Umkreises 27 numerisch bestimmt sein, so
muss derjenige .Durchschnittspunkt C der

: beiden Hauptkreise a4 angegeben werden,
~ Fig. 17. an welchem der betreffende Winkel gemessen
werden soll; dann ist dieser numerisch
gleich dem Bogen 4 B, wemn der positive Sinn des Hauptkreises A B so
bestimmt wird, dass jener angegebene Durchschnitt sein positiver Pol ist.

Als Differenz zweier Hauptkreise a, & erscheint ihr Winkel a .
Construirt man nun die zu Fig. 16 duale Figur, so hat man unter
der sphirischen Summe zweier Winkel ¢ + a6
den Winkel ac zu verstehen. Nimmt man
den Sinn der Seiten eines ‘sphirischen Drei-
eckes in der Fig.-18 angedeuteten Weise an,
so heisst dies: der Aussenwinkel eines

Fig. 18. sphidrischen Dreieckes ist die sphé-
rische Summe der beiden gegeniiberliegenden inneren
Winkel desselben.
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§. 48.
Addition von Punkten auf der Kugel.

Wir sind in §. 46 von Puni(ten auf der Kugel ausgegangen und
haben ihre Differenz als einen Versor kennen gelernt, dabei jedoch

_ die Addition der Punkte selbst noch nicht definirt. Um nun auch -

diese zu erledigen, bedarf es einer neuen Festsetzung. Wollte man
bei der Bedeutung der Summe zweier Punkte, wie sie in §. 33 ge-
geben ist, stehen bleiben, so wiirde man zu einer anderen Definition
der Gleichheit von Versoren gelangen, als sie S. 157 angegeben
wurde. Um mit Obigem nicht in Widerspruch zu treten; werden wir
ein anderes Verfahren einschlagen, und zwar Punkte und Versoren
homogen machen. Wir setzen nimlich fest, dass ein Punkt ¢

einem Quadrantalversor M N gleich ist, der auf seinem °

Aeqﬁator liegt, so dass von C aus der Bogen M N= + {#n
nach Festsetzung einer fiir alle Punkte der Kugel iibereinstimmen-
den positiven Drehungsrichtung, und also C der positive Pol des
Bogens M N ist:

C=N—M 1)
und dass man Punkte addirt, indem man ihre Qua.dra,n-
talversoren addirt.

. Wir werden, wie schon bemerkt, um die Anschauung zu fixiren, im Fol-
genden die Drehung um den Pol Cimmer positiv nennen, wenn sie fiir einen
in C auf der dusseren Seite der Kugel stehenden Beobachter von links nach
rechts erscheint, oder, wie man dasselbe ausdriicken kann, wenn sie im Sinne
des Zeigers einer Uhr geschieht, welche mit dem Zifferblatte nach aussen auf
den Punkt C gelegt wird.

Soll jene Festsetzung iiber die Bedeutung eines Punktes als
Quadrantalversor zulissig sein, so muss gezeigt werden, dass sie
mit Hilfe des obigen Additionsbegriffes der Versoren nothwendig
auf die obige Bedeutung von B-— A4 als Versor 4 B zuriickfiihrt.
In der That sei (Fig. 19) B = E D, A= E C, wo ED, E C Qua-
dranten auf den Aequatoren von B, A sind, deren Durchschnitt
E ist. Dann geben vorstehende Regeln:

AB=B—A=ED—EC=ED+ CE=CD.

Es ist aber in der That 4 B = C D; denn es liegen C und D

auf dem Hauptkreise 4 B, und bestlmmt man den Sinn des
Hankel, complexe Zahlen. 11

4
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Hauptkreises 4 B so, dass E sein positiver Pol ist, so hat man
DB=+§5&%=+%JMCD=GA+AB+BD=AR
" Ferner sieht man, dass
(B— A+ A= B.-
In der That ist unter den eben -
gemachten Annahmen 4 B =
CD, A= E(, also .
B—A+A=AB+ A=
Fig. 19. ¢D+'EC=ED=B.
Dem Gegenpunkte 4 von A entspricht offenbar ein Versor,
. welcher dem von 4 entgegengesetat ist, so dass
A4+ A4 =04=—4 )
gesetzt werden muss. Es kann daher jede Summe von Punkten,
wenn man ihre Gegenpunkte einfiihrt, sofort in eine Differenz ver-
wandelt werden; es ist nimlich
B4+ A=B—A=AB=(AB+ A A)=A4B+ =, (3)
wenn hier unter 7, wie leicht verstindlich, der halbe Umfang des
Hauptkreises 4 B verstanden wird. Vertauscht man B mit 4, so
findet man ’ -

A4+ B=BA+ =n

Da aber statt 4+ sz ohne Weiteres vermoge der Vieldeutigkeit der
Bogen um Vielfache von 27z, — s geschrieben werden kann, so ist.
A+ B=—(x+ AB)= — (B + 4).

Die Summe zweier Punkte ist also im Allgemeinen ein Versor, wel-
cher nicht einem Quadranten, also nicht einem Punkte gleich ist,
und éndert ihr Zeichen, wenn man die Sum-

manden mit einander vertauscht.

Sind J;, J;, J3 drei Punkte einer Kugel
(Fig. 20), so dass die Bogen oJ; J3, J; J5, Js J;
Quadranten sind, deren positive Pole resp.
Jy, Jy, Jysind, so hat man J; + Jy =L Jy +
= % = J; Jy, d. h. einem in dem Hauptkreise

J3

-

" Fig. 20.



§. 48. Addition von Punkten auf der Kugel. 163

A J2 liegenden Quadranten gleich, der durch den Pol desselben
vertreten werden kann, so dass
hth=4d, ht+l=4d, J3+JI=J2 @
Lt h=4J9 Sht+h=4J) j+=4J
wo Jy, Jy, Jy die Gegenpuncte von oJ;, J;, J; bezeichnen. Unter
Jy + J;, welches sich nach obiger Grundformel (3) = 7 ergibt, hat
man einen Versor zu verstehen, welcher in einem durch J; gehenden
Hauptkreise um 7z dreht, ebenso unter J; + J; und J; + J;:
ht+h=nJh+h=nmdy+Jh=n ®)

Es ist sehr leicht, das associative Princip bei der Addition solcher Qua-
drantalversoren im speciellen zu erweisen. - Man hat

(J1+Ja)+ B=dh+Sh=n,Li+ e+ )= +J=m,

woraus
S+t Jy=n

hervorgeht, indem unter diesem 7 nichts anderes als eine Drehung um einen
Halbkreis zu verstehen ist. Ferner hat man

' cht G+ =h+ =k
h+d) ¢+ h=n+ =0

also
cht i+ J=
Weiterist .
St St =h+ S =d+Istn=k+n=4Jk
Gh+hL)+dy =F+d =4
also

. o+ Jp + = s,
und ebenso findet man:
S+ St Jp=J

Da man aus diesen Gleichungen durch Vertauschung der Indlces alle ande-
ren, das associative Princip darstellenden ableiten kann, so ist es damit far
drei Punkte der Kugel in der angegebenen Lage vollstindig erwiesen.

Es leuchtet ein, dass im Vorstehenden eine Differenz zweier
Punkte (B — A) im Grunde eine doppelte Bedeutung hat. Einmal
driickt sie den Bogen 4 B, seiner Lage und Grosse nach, an sich
als geometrisches Object aus, andererseits aber kann 4 B als ein
Operator, ein Versor angesehen werden, welcher auf einen anderen
Bogen B C angewandt, d. h. zu ihm addirt, ihn in bestimmter
Weise dreht und verindert, so dass BC + A B = A C, also ein
neuer Bogen erzeugt wird. Auch in der Gleichung 4 B + 4 = B
tritt diese Tendenz deutlich zu Tage. Ein Punkt J/; selbst hat eben-

1*
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falls eine zwiefache Bedeutung; einmal driickt er den Punkt seiner
Lage nach aus, das andere mal, als Quadrantalversor , zeigt er die
Tendenz einer Drehung in seinem Aequator an, welcheé nur dann
zu voller Wirkung kommt, wenn er mit einem auf diesem liegenden
Punkte J, verbunden wird, wo dann jene Drehung diesen Punkt
Jp in Jy iiberfiihrt; denn es ist J; + J; = J;. So sind vorstehende
Formeln noch einer neuen Auffassung und Erklirung fihig. Vergl.

auch §. H2.

8. 49.

Das associative Princip bei der Addition von Versoren.

~ Soll die sphirische Addition im Sinne des §. 4 eine Thesis sein,
so muss fiir irgend drei Bégen «, 8, y das associative Princip

e+ +y=a+@+7y) .

gelten.

Es sei B (Fig, 21) der Durchschnitt der Kreise g, y; dann mache man
y=AB,8=BC und erhillt 80 4+ y=BC+ AB=AC. Ist E der

Fig. 21.

o+

Durchschnitt von 4 C mit
dem Kreise o, 50 mache man
AC=DE, a«a=EF, soist
«c+(B+y) =EF+ AC
=EF+4+ DE=DPF. An-
dererseits sei H der Durch-
schnitt von « mit 8 und man
mache e = HI, §=G H,
soista+p=HI+ GH
= G'I, und wenn L der
Durchschnitt von y mit G 7
ist, so setze man y = K L,
QI=LM,als0 (a+p)+y
=GI+ KL=LM+ KL
= K M. Das associative Prin-
cip verlangt dann, dass D F
= K M, also die Bogen D F,

K M auf demselben Hauptkreise liegen ‘und von derselben Grosse sein sollen.
Es leuchtet ein, dass dieser Satz geometrisch so gefasst werden kann:

Wenn die erste, dritte, fiinfte Seite X L, G H, E D eines spharischen
Sechsecks K L G H E D bei passender Verschiebung in ihren Hauptkreisen
ein sphirisches Dreieck 4 B C bilden, so kénnen auch die zweite, vierte,
sechste Seite L G, H E, D K durch Verschiebung zu einem Dreieck M I F

zusammengesetzt werden.
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Diesen Satz hat nun HamiLton einmal mit Hilfe von Sitzen iber sphi-
rische Kegelschnitte, dann aber auch durch complicirte Betrachtungen und
aus der Kugel selbst heraustretende Constructionen erwiesen, welche, obgleich
den Elementen angehérend, auf. weit hergeholten Argumenten beruhen und
sich sonderbar genug bei dem Beweise eines fundamentalen spharischen Theo-
rems ausnehmen (s. Lectures von S. 277 an).. Spiter hat er selbst die Con-
structionen unangemessen gefunden (s. Elements von S. 286 an) und einen
selbststindigen Beweis des associativen Principes durch eine andere Anord-
nung der Sitze der Quaternionentheorie (s. Anmerkung zu §. 54) berfliissig
gemacht. Aber auch so wird der vorstehende rein sphirische Satz durch Con-
structionen ausserhalb der Kugel erwiesen, und die Eleganz der Entwickelung
wesentligh beeintrichtigt. Es hat aber MdBius (Ber. d. Siachs. Gesellsch. d.
Wiss., Leipzig 1859. S.138) einen Beweis des associativen Principes gegeben, der
durchaus sachgemiss und einfach ist, und auf folgenden Betrachtungen beruht :

Es seien (Fig. 22) um einen und denselben Mittelpunkt O zwei
gleiche Kugeln F A B G H und P @ beschrieben, von denen die eine
FABG H fest, die andere P @ innerhalb derselben drehbar ist. Auf
der ersten seien 5, auf einem Hauptkreise sich in gleichen Intervallen
folgende Punkte ' 4 B G H gegeben, auf der zweiten zwei Punkte
P, @, welche zunichst mit

Q’P A Bzusammenfallen (s.Fig.a).
Dreht man jetzt die beweg-
liche Kugel um O 4 als

R Durchmesser durch einen

Fig. 22, Halbkreis, so kommt @ .mit

_ F zur Coincidenz (s. Fig. b.).
Dreht man die bewegliche Kugel aus dieser neuen Lage um die Axe
O B durch einen Halbkreis, so kommt (s. Fig. ¢.) @ mit H, P mit ¢
zur Coincidenz. In dieser Endlage ist aber P @ gegen seine An-
fangslage um einen Bogen 4 ¢ = 2. 4 B auf seinem Hauptkreise
verschoben, und wir konnen die neue Lage der Punkte P, @, wie
sie durch die beiden Drehungen um 4 und B, die wir durch [24],
[2B] bezeichnen, hervorgebracht ist, auch mittels einer Drehung
durch den Winkel 2. 4 B um die Axe dieses Hauptkreises 4 B
erzeugen. Da aber die Lage einer um ihren Mittelpunkt drehbaren
Kugel-durch zwei ihrer Punkte vollkommen bestimmt ist, so kann
das Resultat [2B] + [24] der successiven Drehungen um [2.4] und
[2B], vollkommen durch jene einzige Drehung um die Axe von 4 B,
die wir mit [2. 4 B] bezeichnen, ersetzt werden, so dass
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[2B] 4+ [24] =[2. 4 B]
geschrieben werden kann. Ebenso erhilt man, aus was fiir einer
Lage man auch die Drehung beginnen mag :

[2C] + [2B] = 2. BC]
und daher’ .

[2C] + 2B] + [2B] + [24] = [2.BC] + [2. 4 B]

wo immeér die Drehung, welche in einer Summe rechts steht, friiher
als die weiter links stehende vorzunehmen ist. Nun beachte man,
dass die zweimalige Drehung um die Axe O B durch einen Halb-
kreis die Punkte wieder an ihren alten Platz zuriickbringt, urd daher
[2C] + 24| =[2.BC] + [2. 4 B]

[20] + [24] = [2. A C],

[2.4C)=[2.BC] + [2.4 B]
d. h. welches duch die anfiingliche Lage der um ihren
"Mittelpunkt drehbaren Kugel sein mag, immer wird das
Resultat der successiven Drehungen durch die dop-~
pelten Seiten[2. 4 BJund [2. B(] eines sphédrischen Drei-
ecks im Resultate einer Drehung um dle doppelte
dritte Seite [2. 4 C] 4quivalent sein.
Immer also, wenn zwischen drei Versoren 7, g,z dle Glelchung
T+ o6=1
im Sinne des §. 46 besteht, wird in Bezug auf die Drehungen:
[27] + [20] = [24].

Aus der Bemerkung, dass jene Aequivalenz der Drehungen
unabhéngig von der Anfangslage ist, geht nun sofort die Associati-
vitiit bei der Addition von Drehungen hervor: denn wendet man auf
irgend eine Anfangslage zunichst die Drehung [2y], dann dxe [Zp’],
dann die [2¢] an, so ist dies

1) dasselbe, als ob man zuerst die Drehungen [2y], und [28] .

in die eine:

(26] + [27] = [29]
zusammengesetzt, und schliesslich noch die Drehung [2e] vorge-
nommen hitte. Das Resultat der ganzen Drehung kann dann in
die eine

. 1ist, oder da

auch: ,
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[2¢] + [20] = [2C] 4
vereinigt werden. Jene erste Gleichung aber verlangt, dassg + y=4,.
letztere, dass ¢ + d = {, so dass )

e+ @+y=C

*2) Fasst man andererseits die successiven Drehungen [28] und

[2¢] in die eine :

(2] + (28] = [2¢] .
zusammen, und wendet diese Drehung an, nachdem man um [2y]
gedreht hat, so kann das Resultat

[2¢] + [2y] = [27]
gesetzt werden. Gleichzeitig ist damn o + g =cund e + y =y,
also: ‘

(@+p)+y=n
Nun ist aber das Resultat beider Drehungen dasselbe, also

20 =1[20q).

Aus dieser Gleichung kann nun zunichst abgeleitet werden,
dass £ und 5 Versoren eines und desselben Hauptkreises sind, welche
doppelt genommen einander gleich sind. Diese Versoren £, 7 sind
daher entweder einander gleich (um ganze Umkreise verschieden)
- oder um einen Halbkreis verschieden. Letzteres ist nicht méglich;
denn ldsst man «, 3, y sich stetig indern, so dndern sich auch 5
stetig, und da diese beiden Versoren unzweifelhaft zusammenfallen,
wenn einer der Bogen «, 8, y unendlich abnimmt, so sind sie all-
gemein nicht um = verschieden, sondern einander gleich, also

@+B+r=n=CL=c+@+7)

8. 50. .
Geometrisch-phoronomische Sitze.

Nachdem das associative Princip bei der Addition von Versoren
nachgewiesen ist, sind jetzt die ohne Voraussetzung der Commuta-
tivitit abgeleiteten Gleichungen (1) bis (16) des §. 6 ohne weiteres
anwendbar.

So hat man, wenn 4,, 4y, ... beliebige Punkte der Kugel sind,
und 4, 4,, ... deren verbindende Bogen mit Riicksicht auf Linge
und Lage bedeuten, aus der Gleichung:
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Ay A3 + Ay Ay = 4, 4
mit Hilfe des Zeichens 0 fiir den Modul der Addition (s. (7) in §. 6)
die andere: .
. Ay dy 4+ A3 45 + 4, 4, =0,
-dder allgemeiner - .
A4y + Ao A+ ...+ 4343+ 4, 4, =0
d. h. diesphéidrische Summe der Seiten eines sphirischen
Polygonsistder Null gleich.

Versteht man unter a,, a;, ... Hauptkreise, so erhilt man aus
der dualen Gleichung: ) ’
: a3a; + azag + ay a3 =0
.den Satz: die sphirische Summe der drei Winkel eines
sphirischen Dreiecks ist Null. Bekanntlich ist bei einem
ebenen Dreieck die arithmetische Summe der Winkel Null.

Es ist von grossem Interesse eine hiufig vorkommende Com-
bination von Versoren
at+p8—a
in ihrem Resultat zu betrachten. Es sei (Fig.23) a =C A4, g = BC,
sotst e + g =CA4 + BC= B A. Dann mache man 4 E= B 4,
A D = « und hat dann:
c+pf—e=BA—ae=AE--AD=AE+DA=DE=y
Der Versor y macht mit ¢ den-
selben Winkel, als der ihm an
Lénge gleiche 3, ist aber ent+
lang ¢ um. den Bogen 2¢ ver-
schoben. Um dies Verhéltniss
klar herauszustellen, construi-
ren wir die Pole 4, B, C
der Kreise o, 8, y; weil die
Winkel, welche 8, y mit « bil-
den, ema.nder [gleich sind, so
miissen nach bekannten Sitzen auch die Bogen B’ A und C' 4’ als
- die jenen Winkeln polar entsprechenden, einander gleich sein, also
B (' auf einem (im Allgemeinen nicht grossten) Kreise der Kugel
liegen, dessen Pol 4’ ist. Um den Bogen @ mit seinem Pole B’ in
den Bogen y mit seinem Pole ¢’ iiberzufiilhren, muss man das’
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System von 8 und B’ um den Winkel 2¢ entlang o verschieben,
oder um den Winkel 2¢ um A4’ drehen: der Versor

y=a+f—e .
wird daher aus g bei einer Drehung dur ch den Winkel
2¢ um die Axe von ¢ erhalten,

Es ist hienach die an # auszufithrende Drehung keine andere,
als die, welche wir im vorigen §. durch [2a] bezeichnet haben. Um’
den Satz von der Zusammensetzung der Drehungen (S. 166) jetzt
analytisch darzustellen, erinnere man sich, dass ohne Commutation,
nach (16) des'§. 6

—+a=—a—p
also nach dem associativen Principe:
B+o)+0—E+a)=p+ @+ d—a)—
d. h.: das Resultat der successiven Drehungen irgend eines Versors
um [2¢] und [28] ist gleich der um [2y], wenn y = 8 + «.

Es lasst der Satz von der Zusammensetzung der Drehungen
noch einen anderen Ausdruck zu. Sei ndmlich (Fig. 24) 2« = 4 B,
' 28 = BC, und 4B, BCin D, E halbirt, so ist
6 «=DB f—=BEudg+a—BE+DB—

D E und daher: [2. BE] 4 [2. D Bl=[2. D E],

E oder [BC] + [4 B] = [2. DE]. Also: die suc-
cessiven Rotationen [4 B], [BC] durch
B D © zwei Seiten eines sphérischen Dreiecks

Fig. 24. sind dquivalent einer Rotation [2.D E]
durch das doppelte des Bogens, welcher
die Mitten jener Seiten verbindet, wobei man sich immer
zu erinnern hat, dass eine Rotation durch einen Bogen eine Rotation
um seinen positiven Pol und einen dem Bogen gleichen Winkel be-
zeichnet. ) :
Es erhebt sich jetzt weiter die Frage, was das Resultat der
Rotationen durch die drei Seiten eines sphérischen Dreiecks 4 B C
(und nicht wie oben durch die doppelten Seiten) sei. Um sie zu
beantworten, bemerken wir zunéchst, dass die Lage einer sphiri-
schen Figur durch einen Punkt und die Richtung einer durch den-
selben gehenden, mit der Figur unabénderlich verbundenen Geraden
vollstindig bestimmt wird.
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Denken wir uns nun mit einer Figur, welche jenen Rotationen
durch die drei Seiten 4 B, BC, C A unterworfen werden soll, einen
Punkt fest verbunden, der zunichst mit 4 zusammenfillt, so wird
derselbe wiihrend der Rotationen die Seiten 4 B, B C, C 4 durch-
laufen, also schliesslich zu A4 zuriickgekehrt sein. Das Resultat-
jener drei Rotationen wird daher durch eine einfache Rotation um-
A als Pol ersetzt werden konnen. Um deren Grosse zu finden,

denke man sich die Tangente
w (Fig. 25) an den Kreis 4 B
in A gelegt; diese wird bei
dér ersten Rotation durch
A B nach B verschoben, und
heisse in dieser Lage v; durch
die zweite Rotation gelangt
sie nach C und macht dabei
- denselben Winkel mit a als
in B, so dass; wenn man ihre
neue Lage mit w bezeichnet,
wa=va=ca. Der Win-
Fig. 25. kel mit 4 ist dann wé =
wa+ ab=va -+ abd und
somit wb = ca 4 ab. Wird jetzt die Rotation durch C 4 vor-
genommen, so gelangt w nach z, indem = dabei in 4 denselben
Winkel mit 4 macht, wie w in C; so dass b =—=wb=—ca + ab.
Die Lagendifferenz von « und « wird daher durch vz = b 4 b=
=ub— (ca 4+ ab) ausgedriickt; und da ubd = cb = —be,
8o hat man ’

ux=—(ab 4+ bc + ca).

Bezeichnet man die inneren Winkel deg Dreiecks im gewéhn-
lichen Sinne mit 4, B, C, und rechnet die Winkel auf der Kugel
im Sinne 4 B C positiv, so hat man a b =7 — C,b ¢ = w — A4,
ca = — B, und also )

wr=A+B+C—n
dem sphérischen Excess, oder der Fliche des sphirischen Drei-
eckes gleich, und damit den schonen Satz:

Diesuccessiven Rotationen um die Seitén 4 B, BC,
C A4 eines sphirischen Dreieckes sind #quivalent einer
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einfachen Rotation uim den Pol 4 und einen Winkel,
welcher der Fliche des sphirischen Dreieckes 4 B(C
gleich ist, oder in Zeichen

[C 4] + [B C] + [4 B] = [2u],
wo w ein Versor mit dem Winkel { (4 + B + ¢ — 7)) und dem
Pole A4 ist.

Hieraus lisst sich eine weitere Folgerung ziehen; sind nam-
lich 2« = A B, 28 = B C, 2y = C 4 jene Versoren, so driickt die
Formel:
7+t ete—a)—pfl—y=0+p+a+e—(G+p+0)
die successiven Rotationen des-¢ um [2¢], [28], [2y] aus, deren Re-
sultat durch’ [20] dargestellt werden kann, woy + 3 + « = 4.
Nun ist aber nach vorstehendem Satze dieses Resultat [2d] = [20]
und daher w = ——y+p’+a, oder: die spharlsche Summe
der halben Selten eines spharischen Dreieckes

$CA+{BC+ 4 4B,
gleich einem Versor, dessen Pol die erste Ecke 4, und
dessen Winkel der halben Fliche des sphirischen
Dreieckes 4 B ( gleichist.

Man bemerkt, dass die Multiplication oder Division mit ganzen Zahlen in
einer Gleichung zwischen Versoren im Allgemeinen nicht gestattet ist. Denn
_ wahrend 2y + 28 4+ 2« = 0 ist, 80 wird y + 8 + « — w. Es steht dies da- -
mit im Zusammenhange, dass die Addition nicht commutativ ist, also im
Allgemeinen (y + 8 + @) + (y + 8 4+ a) nicht auf (2y 4 2p + 2a) redncu‘t
werden kann. —

Nach dem Satze S. 169 gibt die Verbindung eines _Quadra.nta.l—
versors (Punktes) /) mit einem Versor a, (D 4 « — D) eine Drehung
[2D], d. h. aber eine Drehung um den Punkt D und durch seinen

doppelten Winkel, ndmlich einen Halb-

(Dsa-D) kreis. Ist (Fig. 26) e = A @, so wird
B 24 D4 e—D=BH, woD die Mitte

von 4 B und die Winkel G 4 D und
H B D einander gleich sind. Es wird
daher (D 4 ¢ — D) aus e« erzeugt
werden konnen durch eine Verschiebung entlang 4 B und eine
schliessliche Umkehrung seiner Richtung; und es unterscheidet

Fig. 26.
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sich der Bogen, welcher durch eine an ¢ vorgenommene Drehung
[4 B} aus o erzeugt wird, von dem durch [2D] erhaltenen, nur
durch die entgegengesetzte Richtung.  °

Sind jetzt (Fig. 27) D E F die Mitten der Seiten eines sphiri-
schen Dreiecks 4 B C, und denkt man sich einen Bogen ¢, dessen

o einer Endpunkt zunichst in 4 liegt, den drei
Rotationen durch die Seiten [4 B], [B (], [C 4]
unterworfen, so wird er am Ende wieder mit
demselben Endpunkte in 4 angelangt sein und
das Resultat durch (0 + ¢ — w) = g aus-
gedriickt werden kdnnen, wo « einen Winkel von
der Grosse $ (4 + B + C — m) bezeichnet, -
_ dessen Pol 4 ist.

Denkt man sich ferner _
FH+{E+D+a—D)—E—F=¢g
gebildet, so erleidet dabei « dieselben Drehungen, dreht sich aber
iiberdem in jeder Ecke noch einmal, im Ganzen also dreimal,

und es wird daher §° die entgegengesetzte Lage als vorhin 8 ein-
nehmen. Es ist nun vorstehender Ausdruck identisch
=F+E+D+e—(F+D+E=¢,
und bezeichnet man den noch unbekannten Versor F+ E + D =uw,
.50 ist o + ¢ —« =g neben w + 0 —w =g und [20] =
[2w] + [37c]; es stellt somit «’ einen Versor vor, dessen Pol 4 ist,
und dessen doppelter Winkel dem doppelten Winkel von « ver-
mehrt um 37, d. h. glelch A 4+ B+ C + 2z ist, so dass der
Winkel des Versor o = 4 (4 + B + C) 4+ =. 'Man hat somit
folgenden hochst werthvollen Satz: .

Die Summe dreier Punkte (F + E + D), welche nicht
in einem Hauptkreise liegen, ist ein Versor, dessen Pol die
Ecke 4 und dessen Winkel, 4 (4 + B + C) + =, die Hilfte
der Winkelsumme eines um D EF beschriebenen Drei-
ecks 4 BCist, dessen Seiten 4B, BC, C4injenenPunk-
ten gehdlftet werden.

Die Summe (¥ + E + D) kann noch auf eine ganz andere
Weise geometrisch dargestellt werden. Beschreibt man némlich
(Fig. 28) um D als Pol einen Hauptkreis und nimmt auf ihm den

4 /.

Fig. 21.
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Quadranten K L, so ist D = K L. Macht man nun ¥ — E —
EF=LM soist(F\—E)+ D=LM+ KL—=KM Nun
ist nach (3) auf S. 162, F — E =
F4+ E+4+ m,also F+ E+ D=
K M + 7. Diese directe Construction
v von ' kann nun mit vorstehender
verglichen werden, und lehrt, dass
der Pol dieses Versors (K M + =) der
B O A Punkt 4 jenes um D E F beschrie-
benen - Dreiecks 4 B C ist, und

(K M + n) an Grosse ‘

K « so dass also

Fig. 25. : KM=4(4+ B+ 0)

oder, wenn N den Durchschnitt von

K M mit L D bedeutet, wo KN = -;1, NM=1}(A+ B+ C—n).

1

Man erhiilt hieraus, wenn man beachtet, dass D L = —’2' = AN,

also L N= D A, folgenden Satz: ‘

Halbirt man die Seiten 4 B, B C, C A eines spharischen Drei-
ecks in D, E, F, legt durch E F einen Kreis, welcher die verlin-
gerte Seite 4 B in L schneidet, und construirt ein bei N recht-
winkliges Dreieck L N M mit L. M = FE F als Hypotenuse, so wird
die eine Kathete LN = D A4, die andere N M aber isty\das Maass
fiir den halben Flicheninhalt des Dreieckes 4 B C.

Diese interessante Construction des Flicheninhaltes ist von GUDERMANN
(Lehrb. d. niederen Spharik, 1835. §. 106) zuerst gegeben und auf elementarem
Wege erwiesen worden. Von dieser geht Haminron (Lect.on Quatern. S, 218 u. ff)
aus, um die zuniichst als Bogen K M dargestellte Summe (F + E 4 D) zu
deuten. Weniger sachgemiss ist die in den Elem. of Quatern. S. 331 u. ff.
gegebene analytische Ableitung. —

Es lassen sich an vorstehende Sitze noch zahlreiche und fiir die Sphirik
wichtige Bemerkungen kniipfen; wir beschrinken uns auf die vorstehenden,
die schon geniigend die Fruchtbarkeit und Angemessenheit des Additions-
begriffes von Bogen dargethan haben werden Um kurz zu sein, habe ich darauf
verzichtet, allen vorstehenden Satzen die allgemeinste, sich auf Bogen jeder
Grosse und jeder gegenseitigen Lage bezichende Form zu geben, ‘deren Dar-
stellung dem Leser iiberlassen bleiben mag.
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8. 51.
Die Multiplication und Division von Einheitsvectoren.

Die in den vorstehenden- §§. gelehrte Verkniipfung von Punk-
ten 4, B ... und Bogen 4 B, ... einer Kugel kann auch, wenn
wir von der Kugel auf den Raum iibergehen, als eine solche der
Strecken O 4, O B ... und der Versoren 4 O B, ... angesehen
werden, welche durch Verbindung der Punkte der Kugel mit ihrem
Mittelpunkte O entstehen. Als eine Addition der Strecken O 4,
O B, ... und der Versoren 4 O B, ... kann jene Verkniipfung, wie
schon bemerkt, ihrer Incommutativitit wegen, im Sinne des §. 7
nicht betrachtet werden. Ueberdem ist eine Addition von Strecken
schon in §. 20 gegeben worden. Wir werden die sphirische Addi-
tion des §. 46 und 48 jetzt als Multiplication bezeichnen, indem wir
uns den Nachweis, dass sie zu jener Addition der Strecken in distri-
butiver Beziehung steht, auf §. 54 vorbehalten.

Bezeichnen wir die nach den Punkten 4, B, C... gerichteten
Radien *) einer Kugel, deren Halbmesser die Einheit sei, durch
die Buchstaben a,, 4,, ¢, ... mit dem Index 1, so werden wir also
die sphirische Addition und Subtraction der Punkte 4, B, C ..
durch eine Multiplication und Division der Strecken **) a,, 6,, ¢, .
und den Modul O jener Addition durch den Modul 1 dieser Multl-
plication ersetzen. Mit dieser veriinderten Bezeichnung nehmen
dann die Sitze der §. 46 und 48 folgende Gestalt an:

c ' Unter dem Quotienten zweier Radien a,, 4, ***),

D “welchen wir mit &, bezeichnen, versteht man einen
4 Versor, némlich das Dreieck 4 O B’ (Fig. 29)
seinem Winkel 4 O B und seiner Ebene nach,
Fig. 29. d. h. man wird .

b _d

a (4]
setzen, wenn die gleichen Winkel A O B = C O D in einer Ebene

hegen

*) ,,Unit vectors*, Einheitsvectoren.
**) Strecken nennt man nach Hamirroxn éiberhaupt ,,Vectoren*.
*»+) ,Radial“ oder , Biradial*.

-
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Um zwei Quotienten - ,, #; mit einander zu multipliciren,

wird man:
= Y
. ‘ B = 5 o = a
~ setzen, indem &, den Radius bezeichnet, welcher in dem Durch-

schnitt ihrer Ebene liegt, und hat dann:

Br- o= = a =
also das Product zweier, einem neuen Quotienten derselben Art
gleich, so dass oy, 8, 7, eine dreiseitige Ecke bilden. Es ist dann
B1. @ von ¢y . 8 im Allgemeinen verschieden.

Einen Radius ¢; wird man (nach (1) §. 48) einem Quotienten
zweier Radien n;, m;, welche sich in einer zu ¢; senkrechten Ebene
befinden, und so auf einander senkrecht stehen, dass MON = ¢ =
von ¢, aus in der einmal festgesetzten Richtung (von links nach
rechts) erscheint, gleich setzen: *)

Der ¢, entgegengesetzte Radius ¢,” muss, da nach (2) in §. 48
¢, .¢y =1 sein soll:
¢ = 1 I

€
gesetzt werden da ¢, - cl-— 1 ist. Es kann daher jedes Product

von Punkten sofort in einen Quotienten verwandelt werden; denn
es ist (vergl. (3) in §. 48):

b
bxax=b1;7= —

a’’
Sind 7, , 4, ¢ drei Radien, so dass J; O J; von oJ;, J3 O J; von Jy,
Jy O Jy von Jy als ein positiver rechter kael erscheint, so ist nach
(4)in §. 48: .

Gy =15, I 13’;111 gty =1

B =1, %=1 4i=71
wenn ', 7, 73’ die 7y, 73, 75 entgegengesetzten Radien sind, und es
ist die associative Eigenschaft bei der Multiplication derselben in
8. 48 nachgewiesen.

*) Es heisst ¢ die ,,Axe* des Quotlenten und letzterer selbst ein ;,Right-
Quotient.
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Da auch in §. 49 die allgemeine associative Eigenschbaft bei
der Multiplication von Quotienten:

o (B 1) = (Ofl B1) 71
erwiesen ist, so gelten fiir die Radien, und ihre Quotienten alle
Multiplicationsregeln (1) bis (13) des §. 7 ohne Commutation.

§. 52.
Die Quaternionen und ihré Multiplication.

Haben wir hier eine Multiplication und Division von Strecken, -
welche alle von der Lingeneinheit sind, kennen gelernt, so kann
daraus mit Leichtigkeit eine solche Operation fiir alle Strecken im
Raume, die man sich nach S. 75-auch von einem einzigen Punkte
O ausgehend denken kann, hergeleitet werden, wenn man eine
Strecke a allgemein durch -

a=aq

darstellt, wo a, der ihre Richtung angebende Einheits-Radius ist,
und a eine reelle, positive oder negative Zahl, die Grosse, den Ten--
sor der Strecke bezeichnet. Setzen wir dann fest, dass in jeder
multiplicativen Verbindung diese Tensoren beliebig
ihren Platz wechseln konnen, so wird ein Quotient zweier
Strecken a = aa;, 6 = b 4,
_a a a

=TT b b
aus zwei Factoren bestehen, deren ersten man den Tensor von q,
letzteren aber den Versor nennt und

LI o __
5 =Tae, ; =Ua

setzt. Ein solcher Quotient o« hingt von dem Verhiltniss der ab-
soluten Lingen beider Strecken, dem Tensor O 4 : O B, wenn
man a = 0 A, b= 0 B setzt, sowie von dem Winkel 4 0 B
(dem Versor) und dessen Ebene ab. Da die Lage der letzteren
durch zwei Winkel bestimmt werden kann, so enthilt ¢ im Gan-
zen vier von einander unabhanglge Elemente, die in &, 8 dieselben
sein miissen, wenn o = g sein soll, und heisst daher eine
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,Quaternion. Sie driickt die Art?*) eines Dreiecks AOB aus,
insofern b d

—_—=

a c’
wenn die Dreiecke 40 B und C O D (Fig. 30) gleichsinnig dhnlich,
in Einer Ebene liegen. Eine Quaternion ist eine besondere geome-
trische Grosse **); nur der Quotient zweier
aufeinander senkrechten Strecken = : m stellt
eine auf ihrer Ebene senkrechte Strecke ***)
¢ vor, deren Lange sich zu der von n ver-
Fig. 30. hilt, wie die Lingeneinheit zu der von m.

Es gelten nun ohne weiteres alle vor-
stehends fiir die Einheits-Radien und deren Quotienten (Versoren)
gemachten Bemerkungen, auch fiir beliebige Strecken und die Qua-
ternionen. Beachtet man, dass in der jetzigen Auffassung Strecken
entgegengesetzter Richtung mit Tensoren von entgegengesetztem
Zeichen versehen sind, so ist fiir Strecken von der Lingeneinheit

die zu ¢, entgegengesetzte Strecke ¢’; = — ¢, also:
1
a c‘ ‘
Diese Glelchung aber gibt, da ¢, — =1 ist: ¢ (— ¢;) = 1 oder
o =—1 1)

Das Quadrat jeder Strecke von der Lingeneinheit ist — 1. Mittels
dieser Bemerkung +) erhdlt man das Gleichungssystem :

G =—1, gia=—1, gi=—1
hiy=+1%, gig=-4+14, 4=+ @)
G =—1, Glg=—1, = —71 |

worin ¢, 75, 23 die Axen eines rechtwmkhgen Coordinatensystemes
(vergl Flg 20) sind.

*) Dle Specxes (im Sinne der #lteren Mathematiker) des Dreieckes oder
Biradiales 4 O B.

**) Man unterscheidet an ihr ihre Ebene, deren Lage auch durch eine
auf ihr senkrechte Gerade, ihre ,,Axe* bezeichnet sein kann, und ihren Win-
kel ihre ,,Amplitude*. ’

*+*) Den ,Index“ der ,,Right Quaternion.
1) Vergl. (4) und (5) des §. 48. Ueberhaupt sieht man, dass wie der Modul
der Multiplication 4+ 1 den Modul der Addition O oder 27 vertritt, jetzt an

Stelle von n des §. 48 das Zeichen — 1 tritt.
Hankel, complexe Zahlen. 12
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Wir haben schon in §. 48 auf die doppelte Bedeutung aufmerksam gemacht,
welche den Quaternionen und Strecken — denn diese treten jetzt an Stelle der
dortigen Versoren und Punkte — zukommt, als geometrische Gebilde einer-
seits, und andererseits als Operatoren, welche die Tendenz einer Drehung aus-
driicken. Strecken erscheinen sowohl als geometrische Objecte, wie auch als
Quadrantalversoren. In einem Producte 7, 7, kann man den ersten Factor 7
als Multiplicator ansehen, der eine Drehung des Multiplicandus, der Strecke
7;, um jenes ¢, als Axe und durch einen Quadranten, bewirkt, und also 75 als
Resultat liefert, u. s. w. So zeigt sich auch hier dieselbe Erscheinung, wie bei
der gewshnlichen Multiplication (s. S. 2), dass in einem Producte die Factoren
bald als Operatoren, bald als Operanden anzusehen sind, Fasst man die Mul-
tiplication allgemein auf als eine Operation, welche als eine an dem Multipli-
candus vorzunehmende der Multiplicator anzeigt, so verliert der Umstand
einer incommutativen Multiplication iiberhaupt seine Paradoxie.

a . Wird in einem Versor ‘gl eine Strecke mit der
D 1

AL entgegengesetzten vertauscht, wodurch der Versor
@' sein Zeichen andert, so nimmt (Fig. 31) der Winkel

um 7z zu, und umgekehrt: Nimmt der Winkel einer
Fig.3L. Quaternion um 7 zu, so &ndert sie ihr Zeichen.

Mit Hilfe dieser Bemerkungen lidsst sich der S. 172 gegebene
Satz iiber die Summe dreier Punkte so darstellen: Das Product
dreier Einheitsvectoren f; e, d, ist ein Versor, dessen Pol die Ecke
A jenes Dreiecks und dessen Winkel § (4 + B + O) + « ist.
Nennt man 5 eine Quaternion mit diesem Pole und dem Winkel
3 (A + B+ 0), soist f; ¢ dy = — 7 oder:

S

="
und es ist somit das Product — 7, oder die vierte geometrische
Proportionale 5 dreier Einheitsvectoren eine Quatex-
nion von dem angegebenen geometrischen Charakter.

Zwei Quaternionen nennt man ,,conjugirt*
wenn, die sie darstellenden Dreiecke in einer Ebene

entgegengesetzt dhnlich sind, und bezeichnet sie
mit @ und K ¢. Ist dann (Fig. 32)

0OA oc

: «=pp Ke=gyp
soist L BOA=.CO D und:

0OA:0B=0C:0D.
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Die Tensoren zweier conjugirten Quaternionen sind also
einander gleich, ihre Winkel entgegengesetzt.

Stehen O A4, O B auf einander senkrecht, so ist « eine Strecke,
K o die entgegengesetzt gerichtete, also fiir Strecken

Ka=—a 3)
Sind a,, 4, Strecken von der Lingeneinheit, so ist
"1 bl .
al=z"$ Kal:a, ). (4)

da man allgemein die Richtungen O D mit 0 4, O C mit O B zur
Coincidenz bringen kann, ohne den Werth des Versor K¢, zu
dndern und marr erhilt durch Multiplication:

oy Koy =1..
Ist eine Quaternion @ = a ¢y, WO @, einen solchen Versor bezeichnet,
a ihren Tensor, so ist K ¢ = a K ¢, also:

eKoe=1a2= (T @) &)
Sind zwei Quateinionen ¢ = a ¢;, § = b, gegeben, wo «, 8
Versoren sind, so ist .
Ka=aKe, Kg=bKg,
af==ab.a B, Kﬂ.Ka=&b.K'ﬂ,.Ka1

Setzt man nun

ay

a, b, .
a1=bl, ﬂl:éx’ SOIStalﬂ1=a—,

WO ay, b,, c; Strecken von der Linge 1 sind. Es ist aber nach (4)

: 1 1 by y
Ka1=f¢—l, Kp =3, alsoKg Koy =5 » =2
und somit:
. K(anﬂl)=Kﬂl-K0‘1
oder allgemein:
K@) =Kpg.Ke (6)
Fiir Strecken hat man, da K ¢« = — a, K5 = — 4, hieraus
K(@bé)=ba. )]

Unter der zu ¢ reciproken Quaternion, die man mit % oder

a? bgzeichnet, und durch
1

o

.- =lodereg.a =1

12+

.oap
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definirt wird, hat man, wenn ‘
a= gesetzt wird, — = Z»

zu verstehen da dann jene Gleichung- erﬁlllt ist.

Bei einem aus Einheitsstrecken gebildeten Versor ¢; hat man
nach (4) :

1
m =Ko
und somit
1 1
m e K e,.
Ist @ = a ¢, also eine beliebige Quaternion, so ist?
1 1\2
S = (T—a) Ke. ®)
§. b3.

Addition der Quaternionen.

Nehmen wir die in §. 20 gelehrte Addition der Strecken wieder
auf, so wird das Princip der Permanenz uns veranlassen, das distri-
butive Princip, dem man (vergl. (24) in §. 7) die Form:

24lo¥? )

geben kann, in Bezug auf den jetzigen Begriff der Quotienten von
Strecken vorauszusetzen. Dann wird durch Gleichung (1) die
Definition der Summe zweier Quaternionen, ¢, 2, die man jeder-
zeit auf gemeinschaftlichen Nenner bringen kann, indem man mit
¢ eine Strecke ihrer Durchschnittslinie bezeichnet und:

a b

a=——’ = —

c c
setzt, unzweideutig gegeben sein.

Von Wichtigkeit ist der Fall, dass « eine reelle Zahl, also der
Quotient zweier in einer beliebigen Richtung zusammenfallender
Vectoren, # aber eine Strecke ist, welche als Quotient zweier zu
einander senkrechter Vectoren betrachtet werden kann. Nimmt
man dann ¢ senkrecht auf 8, sonst aber willkiihrlich, so lassen
sich @, 4 den beiden Bedingungen entsprechend bestimmen, und
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es ist die Summe einer reellen Zahl und eines Vectors
a++b

daher eine Quaternion

D Ist ferner eine Quaternion (Fig. 33)

—2_0D
/‘P ¢ OC .
-0 a A‘ G gegeben, so projicire man O D auf ¢, und
Fig. 33. neme (04 = a, AD = b; dann ist

d = a + 6 und daher:

¢ [+ c _C_
Hierin aber ist- % eine reelle Zahl, % der Quotient iweier aufeinan-
der senkrechter Strecken, also selbst ein Vector, und somit kann
jede Quaternion auf eine einzige Weise in die Summe
einer reellen Zahl und eines Vectors zerlegt werden.
Nennt man jenen ersten Theil den Scalartheil *) der Quaternion,
den letzteren den Vectortheil **) und bezeichnet sie durch
Sy, Vy, so ist danach: -
y=Sy+Vy. @
Sind », ¢ die reellen Grossen jemer Strecken d, ¢, und ist
p.a €in auf der positiven Sei'pe der Ebene ¢ d errichteter Einheits-
vector, so ist: )
d ] d i) .
S (—c—) = — cos (cd), V (%) = — Peasin (ed)y (3)
also )
. y =
wo

a[d

(coscd + pea sin cd), 4

—:— =Ty, coscd+ pasined=0Uy

und somit fiir den Versor eine wichtige Deutung gewonnen ist.

Bezeichnet man eine auf den Durchschnittslinien irgend zweier
Quaternionen y, y liegende Strecke mit ¢, so kann man jederzeit

*) Von ,,Scala®, weil er die Langen auf einer solchen misst.
**) Auch ,Right Part«.
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y = :I y Y = :;l' setzen und nennt man «, 4, a’, ¥ die durch Pro-

~jection von d, & auf ¢ entstehenden Stiicke, so ist nach der Defini-
tionsgleichung (1):

. a4+ b4 (a+ ) (a+a)+ b+ D) u+a h4
7+;'=( c( = ¢ = 4M+_c~—

Da (a + «’) mit ¢ in der Richtung zusammenfillt, (/ 4- #) aber
ebenso als seine beiden Summanden auf ¢ senkrecht steht, so ist

! , b+ ¥ .
a—t—a=s(7+7), —T,~—=_V(;'+;')~

Ferner aber ist
a+d «

== +l’

'
¢
2 c c ¢

bbb b,
¢ Te

+

also
S+7)=8y+8y, VG+i)=Vyr+Vy.
Daraus folgt nun
G+N+7=8+)+T1+VI+7)+ 7]
=80+/)+8;+VG+7)+Vy
=8y+Sy+8S;y+Vy+V;y/ +Vy,
da fiir Scalaren und Vectoren das associative Gesetz nach allen
friiheren Festsetzungen gilt; und man findet somit:
G+ + 7" =r+C+=r+7+7"
Die Addition der Quaternionen ist also eine associative Ope-
- ration, deren Commutativitdt ebenfalls leicht erkannt wird.

Da. die zu y conjugirte Quaternion K y durch ein in derselben
Ebene als y liegendes, entgegengesetzt dhnliches Dreieck repri-
sentirt wird, so ist ihr Scalar derselbe als der von y, ihr Vector
aber entgegengesetzt, und daher

Ky=8Sy—Vy ()

Ke+pg =Ko+ Kp, (6)
also K den distributiven Charakter hat, geht aus den entsprechen-
den Eigenschaften der Symbole S und V unmittelbar hervor, da

Ke=Sa—Ve, Kﬂ=SﬂfV'/f .

Dass _

und
K+ =S@+8) —Vie+g)=Se+Sp—Va—Vg.
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§. b4.
Die distributive Multiplication der Quaternionen.

In (1) des vorigen §. ist das distributive Prmclp bei der Mul-
tiplication von Strecken
(ea+dc=ac+bc
angenommen worden. Die andere Gleichung
- cla+bd)=ca+cbd
kann aus :
Kla+0)c)]=K[ab+ acl=K(ac) + K(ab)
sofort geschlossen werden, wenn man beachtet, dass nach (7) in
§ 52 bei Streckenproducten K (a¢) = ca, K (a b) = b a,
K [(a + 6) ¢] = ¢ (a + &) ist. .Damit ist denn das allgemeine
distributive Princip fiir Strecken
(a+d(ct+d)=ac+bc+t+ad+bd
hergestellt. Aus ibm ist der Begriff der Addition von Quaternionen
hergeleitet. Da ferner die Multiplication der Quaternionen in §. 52
schon -vollkommen bestimmt ist, so kann eine weitere Annahme
nicht gemacht werden und es muss das distributive Princip bei der
Operation mit Quaternionen erwiesen werden:
Man hat nach den Grundgesetzen der Multiplication in §. 7:
atb ¢ o+ b

also :
a b\ ¢ a b+« a ¢ b ¢
(?+ﬁ7=7+7=77+77
woraus man den geometrischep Satz erhilt:
Sind 3 Quaternionen «, 8, y gegeben, deren Ebenen sich in
einer Geraden schneiden, auf der man c¢ willkiihrlich annimmt,

und setzt man
b c

a
o= ﬁ=_c_1 Y=q
so hat man
‘ e+By=cy+pgyr . 1
Da ferner nach (6) in §. 52 und (6) in §. 53:

Kie+pyl=Ky.Ke+8=Ky.Ka+Kp)
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und nach der eben erwiesenen Gleichung (1) K [(« + 8) y] =
Key+8y)=K.ay+K.gy =Ky.Ka+Ky.Kg
ist, so hat man auch )
Ky.Ke+Kpg)=Ky.Kae+Ky.Kg,
in welcher Formel wieder K «, K 8, Ky als ganz willkiihrliche
Quaternionen ¢, &, 7, deren Ebenen eine Gerade gemein haben,
angesehen werden konnen, so dass man die Gleichung
7@+ =rd+yg @)
erhilt, welche mit (1) zusammen das vollstédndige distributive Prin-
cip bei der Verkniipfung von solchen Quaternionen, deren Ebenen
sich in einer Geraden schneiden, ausmacht.

Nichts ist leichter, als hieraus das allgemeine distributive
Princip abzuleiten. Setzt man « =S¢, g =Ve, y = L, so kon-
nen diese drei speciellen Quaternionen o, 8, y als sich in einer
Geraden schneidend angesehen werden, da die Lage von o ginz-
lich unbestimmt ist. Man hat also nach (1):

Se+Ve)i=8e.L+Ve.L
und ebenso nach (2): )
Se(BL+4+ V) =8:.SL+S¢.VC -
Ve@BL+VY)=Ve. 8L+ VeV

also
e.b=0Be+Ve)(SL+VL)=8e.8L+48e.VL+SLVe+Ve VL. (3)
Ist nun ¢ = o« 4+ B, { =y + J, so ist hienach:
(c+By+)=@Ba+Sp) Sy +84) )
+ (Sa +58) (Vy+V0) +(Sy+88) (Va+Vg) + (Va+Vp) (Vy+ V)
Fiir alle diese einzelnen Glieder ist aber das distributive Princip
schon in (1) und (2) nachgewiesen, und man hat daher:
c+B(y+0)=8aSy+888Sy+SaS0+ 8884
' +8aVy+S8Vy+SaVd+S8Vs
+8SyVae+SyVg+SdVa+SaVg
-+ VaVy +VgVy +VaeVo+ VgVs *

Addirt man hier die Verticalcolonnen, so findet man nach (3) die
Summe '
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= a+Va)(Sy+Vy)+ (S8+VE) Sy +Vy) + (Sa+Va) (S6 +V4)
A + (88+Vp) (8d+V0),
und erhilt somit: -
@+ 7+ =ay+py+ad+ 44,
also das distributive Princip fiir 4 Quaternionen in beliebigen
Ebenen.

Eine Durchsicht der letzten zwei §§. lehrt, dass in ihnen von der frither
unabhingig vom distributiven Principe nachgewiesenen Associativitit in einem
Producte von Strecken oder Quaternionen kein Gebrauch gemacht ist. Es
leuchtet ein 4 dass aus dem distributiven Principe in Gemeinschaft mit der
selbststindig abgeleiteten Associativitit des Productes von drei aufeinander
senkrechten Vectoren 7, %5, 43 (8. S. 163) das allgemeine associative Princip
ohne Weiteres gefolgert werden konnte, wenn man die Quaternionen in der im
folgenden §. gegebenen Weise linear durch i, %3, 75 darstellt.

8. bb. -
Die Quaternionen als Zahlen.

Haben wir nun so erkannt, dass es ein System geometrischer
Operationen in Bezug auf Strecken und gewisse Verkniipfungen
derselben, die Quaternionen gibt, welches vollkommen den in §. 28
aufgestellten Bedingungen, die sich auf die Operationen an com-
plexen Zahlen beziehen, geniigt, so sind wir berechtigt, die Strecken
und Quaternionen als complexe Zahlen anzusehen, und zwar sind
die Strecken, wie schon in §. 32 bemerkt, von der Form

a=a;4 + 039 + 037,
wenn i, %, ¢ Strecken von der Lingeneinheit auf den Axen
eines orthogonalen Systemes darstellen, und die Quaternionen
a=Sa + Ve von der Form:
a=ag + a; ¢ + a333 + ags; )
die Producte der Strecken i, 73, 75 haben die mehrfach angegebe-

"nen Werthe.

Wiinscht man einen directen Beweis dafiir, dass jeder com-
plexen Zahl von der angegebenen Form (1) nur eine geometrische
Quaternion (oder untereinander in unserem Sinne gleiche) und um-
gekehrt entspricht, so hat man zu zeigen, dass wenn fiir die Vectoren
a, b, ¢, d im Sinne des VIII. Abschnittes die Gleichung :



186 IX. Geometrische Darstellung der Quatérnionen.

(]
a (4

BT d ]

gilt, auch die den beiden Quotienten entsprechenden geometrischen
Gebilde (Quaternionen) im Sinne des §. 52 gleich sind, und um-
gekehrt. Nun ist nach den Multiplicationsregeln :

i___l_ 05 by 4 aghs 4 a5 by
[ bi? < by? 4 bs?

@by —asbo) &y 4 (aa by — Ay b dy + (8, by — o by) 7

b2 4 by* 4 by® ’

Soll dies dem Quotienten % gleich sein, so muss, wenp a = ) 4,

“b=08, c=00C, v=02D gesetst wird, in leicht verstind-
licher Bezeichnung:

a g .
v (cos a; cos b, + cos a, cos by + cos ag cos b;) =
4
> (co_s ¢y cos d; + cos ¢g cos dy + €08 cg Co8 dg),
a [4
T (cos ag cos by — cosay €08 by) = > (cos ¢y cos d3 — cos ¢; cos dy)
u. s. f. oder nach bekannten Sitzen der analytischen Geometrie
a [4
C! ) =--¢ [
p 08 (ah) 5 cos (¢ d)
ﬂ_ [4
b v
u. s. f. also, wie man aus diesen vier Gleichungen leicht findet:

':'——_“;"' (ab)=(0d)’ (a b, 2.l".2)=(cd’ o)

sein, und in der That sind unter diesen Bedingungen zwei Quater-
nionen gleich gesetzt worden.

Die Quaternionen werden hienach in vollkommen addquater
Weise durch die in §. 42 definirten formalen complexen Zahlen
dargestellt, und zwar werden reelle geometrische Gebilde nur
solchen Zahlen entsprechen, deren Coefficienten reelle Zahlen sind.
Diejenigen Quaternionen, deren Coefficienten gewohnliche complexe
Zahlen sind, wie dies im VIII. Abschnitt allgemein angenommen
wurde, haben kein anschauliches Substrat, und spielen in der mit
Hilfe der Quaternionen durchgefiihrten Theorie der Curven dieselbe .
Rolle, als in der analytischen Geometrie die gewGhnlichen complexen

sin (a b) cos(abd, s ) = - -sin(cd) cos(cd, ¢ &)
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Zahlen, welche von dem Princip der Permanenz gefordert, aber in
keinerlei Weise eigentlich geometrisch dargestellt werden konnen.

Mit Riicksicht hierauf diirfen wir denn die simmtlichen im
VHI. Abschnitt abgeleiteten Sitze sofort fiir die geometrischen
Quaternionen in Anspruch nehmen.

Es mag noch bemerkt werden, dass neben Form (1) der Qua-
ternionen noch die andere, vergl. (4) in §. 53:

o =a (cos ¢ + ¢ 8in @) @)

besteht, wo a den Tensor, ¢ den Winkel der Quaternion und ¢ einen

auf ihrer Ebene senkrechten Einheitsvector, die Axe derselben vor-
stellt. Ist @ der Winkel dieses Vectors mit der #; Axe, v der Win-

kel der durch ; und 7 gelegten Ebene mit der Ebene ¢ ¢, so ist

¢t =1; c08 @.+ ¢ sin @ cos Y + 73 sin O sin Y
also, mit (1) verglichen:
uo=avcos¢ g, == a sin ¢ cos @
a;, = a sin ¢ sin @ cos Y 8y = a sin ¢ sin @ sin Y.

‘Hiemit ist die vollstindige Grundlage fir die Operation mit Qua-

ternionen, mag man diese nun als complexe Zahlen oder als geo-
metrische Gebilde auffassen, gewonnen. Es bleibt uns nur noch
itbrig, an einigen Beispielen darzuthun, wie fruchtbar der Quater-
nionencalcul fiir die Geometrie ist, und auf welche naturgeméasse
Weise geometrische Satze durch ihn dargestellt werden.

§. 56.
Die Fundamentalformeln der sphédrischen Trigonometrie.

In analoger Weise, wie in der Gleichung
0C—0A4A=(0C—0B)4+ (0B—0 4)

. die ganze ebene Trigonometrie enthalten war, wenn man diese

Strecken durch- gemeine complexe Zahlen darstellte (vergl. §. 23),
enthélt jetzt die Identitit

oc oC OB

04— 0B 04 @
die ganze sphérische Trigonometrie, wenn die Streckenquotienten
als Quaternionen angesehen werden. Nehmen wir 4, B, C' auf
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einer Kugel mit dem Radius 1 an, so dass der Tensor der Strecken
04, 0B, 0 C, die Einheit ist, so findet man nach (4) in § 53:
%"— cos AC+ OB .sinA4C

wo B’ der positive Pol des Kreises .4 C ist, und also O B’ auf der
Ebene der Quaternion 4 O C senkrecht steht. Somlt wird jene
Gleichung:

c0s AC+ 0B .sinAU=(cos BC+ 0 A'.sin BC)(cosAB+0C .sind B)
—cosB(} cosAB 4+ 04 .sinBC.cos AB 4 O('.sin4ABcos BC

4+ 04.0CsinABsinBC
" Nun ist

04.00=—9%4 = — (s 04+ 0OB.sinC4);

denn B ist der Pol des Kreises ('4’, da er der Durchschnitt der
beiden Kreise A B, B C ist, deren Pole (', 4’ sind (s. Fig. 35).
Bezeichnen wir den positiven Sinn der Hauptkreise 4 B, B C, C 4
mit ¢, a, 0, so hat man (' 4'= ca, u. s. £, also:
04.0C=—cosca —OB.sinca

Der Scalartheil obiger Gleichung ist’ daher:

cos AC=cos BCcos AB—sinB(C.sinAdB.cosca (2)
und das ist die erste Fundamentalglelchung der sphérischen Tri-
gonometrie.

Der Vectortheil aber:

OB.sinAC=0A4.sin BC.cos AB

4+ 0C.simAB.cosBC— OB.sin BC.sin AB.sinca (3)
enthilt noch drei Gleichungen in sich, welche man auf sehr ver-

schiedenartige Weise entwickeln kann. Dividirt man etwa beider-
seits mit O 4’, so wird, weil 4'B'—=ab, A/'C=ac:

?)f cosab+ O0C.sinab
gg =cosac + OB .sinac
wihrend O B: O 4’ ein Vector ist, da O B, 0 4’ zwei auf emander
senkrechte Strecken sind. Nach dieser Division giebt der Scalar-
theil von (3):
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sin AC cos ab=sin BC.cos AB 4 sin AB.cos BC.cosac (4)
die zweite Fundamentalgleichung, wihrend der Vectortheil :
0C.sinAC.sinab=0B.smAB.cos BC.sinac

— 98 snBC.sinAB.sinca.
Nun ist, da O 4’, O B aufeinander senkrecht stehen:
— 9% —0B.O4=—04.0B

und man hat somit aus voriger Gleichung, wenn sie durch O B divi-
dirt wird N

Zg sin 4AC. smab—smAB cos BC.sinac
) — 0A4.sin BC.sin AB.sinca
Beachtet man nun, dass

ocC '
()B—cosB0+ 04 .smBC

so findet man durch Identificirung der Scalartheile ebensowohl als
der Vectortheile:

sin AC .sinab =sin AB.sinac ®)

welche Gleichung mit (2) und (4) zusammen das fundamentale
System der Trigonometrie bildet.

Die Gleichungen sind hier in der allgemeinen Form erhalten, deren man
sich seit MoBIus bedient. Will man aus ihnen die gewohnlichen Formeln
erhalten, so lege man den 3 Seiten einen bestimmten Sinn
bei, etwa so, dass man 4 B, BC, C A im positiven
Sinne durchliduft, wenn man die Fliche des Dreiecks
80 umlduft, dass sie immer zur Rechten bleibt. Ist dann
der positive Sinn, in dem die Winkel geziahlt werden, der
von links nach rechts (s. Fig. 34), und sind 4, B, C die
absoluten, rechts im Innern der Fliche liegenden Winkel,
80 ist:

ab=n—C,be=n—A, ca=n—B.
Setzt man nun noch zur Abkiirzung die absoluten Werthe:
BC=a,CA=b, AB=c
so erhiilt man aus (2), (4), (5) die gewshnlichen Formeln:
cosb=cosa.cosc + Bina.sinc.cos B
cos C.s8inb=sginu.cosc —cos a.sinc.cos B
sin C. sinb = sin B .sine¢

Fig. 34.
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Jene allgemeinen Formeln haben, von allem anderen abgesehen, den
grossen Vortheil, dass sich die Dualitit in ihnen auf das Deutlichste aus-
spricht. Nennen wir, wie bisher A’, B’, C" die Pole von
a, b, c, und ferner (s. Fig. 35) a’, &. ¢’ die Polaren
von A, B, C, so kann in den Formeln (2), (4), (5)
AB=ab,und a b= A B, also statt 4,B,C,a,b,c
ohne Weiteres o, ¥, ', 4, B’, C’ gesetzt werden.
Lasst man dann die Accente weg, so erhilt man die
zu jenen dualen Formeln: .

cosac—=cosbccosab—sinbe.sinab.cos CA
cos A Bsinac =sinbccosab <+ sinab.cosbec.cos A C

Fig. 35. wihrend (O) unverindert bleibt. Bringt man letztere For-
meln wieder auf die gewohnliche Gestalt, so hat man:

cos B= —cos A.cos C + sin 4.sin C.cos b

cosc.sin B= —gin A.ces C— sin C.cos 4.cos b

Die Scalartheile der Gleichungen, auf welche man stosst, geben
direct eine Formel der Trigonometrie, die Vectorentheile aber eben-
falls einen geometrischen Satz. Um z. B. (3) zu deuten, wollen wir
zundchst, wie es eben angegeben wurde, die Winkel und Bogen
durch die dual entsprechenden Gebilde ersetzen, und schliesslich
die Accente weglassen. Dann kann diese Formel:
OB.sinac=0A4.sinbc.cosab 4+ OC.sinab.cosbec

— OB .sinab.sinbc.sinCA (6)
geschrieben werden und bezieht sich so auf ein Dreieck 4, B, C,
dessen Seiten a, 4, ¢c_und wo B’ der Pol von & ist. Diese Gleichung
aber enthilt den Satz:

Verbindet man die Ecken irgend eines sphérischen Dreieckes
A, B, ¢ mit'dem Kugelmittelpunkte O, und triigt auf diesen resp.
die Strecken sinbc.cosab, —sinac, sinab.cosbc, ab, so hat
das aus diesen drei Strecken zu bildende Parallelepipedum eine
Diagonale von der Liinge sin a4 . sin b ¢ . sin C 4, welche senkrecht
auf der Ebene C O A steht.

Dividirt man (6) durch die beliebige Strecke O P, so gibt der
Scalartheil : ’
cos BP.sinac=cos AP.sinbc.cosab 4 cosCP,sinab.cosbc

— cos B’ P.sinab .sinbc.sin C4 (7)
- wo BP=PB@Q 4+ QP = }n + QP gesetzt werden kann, wenn
@ den Fusspunkt eines von P auf A gefillten Perpendikels be-
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zeichnet. Specielle Folgerungen aus diesem Satze fir besondere
Lagen von P iibergehen wir hier. —

Der Scalartheil eines Productes dreier Strecken hat eine ein-
fache geometrische Bedeutung. Sind 4, B, C drei Ecken eines
sphérischen Dreiecks, so ist

—OB.0C=cosCB + 04.sinCB
wenn wir obige Bezeichnung festhalten, also: S(0A4.0B.00C)
= —8(04.04).sin CB; nun ist —S(0A4.04") =cos A4,
also: S(OA.0B.0OC)=cos A4 .sinCB
Bezeichnet man den Durchschnitt des Kreises 4 A" mit B C, also
den Fusspunkt eines von A4 auf B C gefiillten Perpendikels mit D,
soist AA = AD 4 D A, und bestimmt man den Sinn von 4 D
so, dass D A'= } =, so ist-cos 4 A= —sin A D, also:

S(O0A4.0B.0C)=sinAdD.sin BC=sin(4BC)

namlich dem sogenannten Sinus der Ecke gleich, mit dem man
das Product der drei Kanten eines Parallelepipedum multipliciren
muss, um sein Volumen zu finden.

§. 57.
Das sphirische Viereck.

JUm die sphirische Tetragonometrie zu begriinden, geht man
von der Identitat aus:
04 0B _ 04 OO 1)
OB 0C oD 'ocC
oder:
(cos BA+ OA.sin B4)(cosCB 4+ OB.sinCB)=
(cos VA 4+ OD.sin D’A) (cos CD'4+ OC.sin CD)
wenn 4, B, C, D (Fig. 36) resp. die posi-
tiven Pole der Seiten 4’5, B'C, CD', D'A4’
bezeichnen. Werden die Werthe:

—0A.OB=cos BA 4 OB'.sin BA
—O0OD.OC=cosCD F+ 0D .sinCD

in der Entwickelung von (1) substituirt, so
gibt der Scalartheil ein triviales Resultat,
der Vector aber:
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OA.simnB'A.cosCB 4 O0OB.sinCB.cos I’4d
—OFB .sinBA.sinC’'B.sin B4 =
OD.sinD'A'.cos CD'+ 0C.sinC'D'.cos D'4’ )
—OD .sinD'4'.sin C' D'.sin CD.
Nennt man a, 4, ¢, d die Polaren von 4, B’, C, I”, so kann man
alle Bogen B’ 4, C' B'... durch Winkel 4'a, cb ... ersetzen, und
erhillt so:
0OA.sinbacoscb+ OB.sincbcosba— O B.sinbasincbsin B A=
OD.sindacoscd+ O C.sincdcosda— 0D .sindasincdsin CD
fiir ein beliebiges Viereck A B ' D, dessen aufeinander folgende
Seiten 4 B, BC, CD, D 4 jetzt b, ¢, d, a heissen und wo B', D’
die Pole von 4, d sind. Dividirt man diese Gleichung mit der be-
liebigen Einheitsstrecke O P, so gibt der Scalartheil:
O=cos AP.sinab.cosbc+ cos BP.sinbc.cosab
—cos B'P.singbd.sindc.sin A B
+ cos CP.sincd.cos da+cos DP.sinda.cos cd
—cos D’P.sincd.sinda.sin CD
oder, wenn die Winkel a b, 4 ¢, cd, da nach ihren Ecken mit
A, B, C, D bezeichnet werden:
0=cos AP.sin A.cos B 4 cos BP.sin B.cos A
’ <+ cos B'P.sin 4.sin B.sin A B
4+ cos CP.sin C.cos D 4 cos D P.sin D .cos C
+ cos D' P.sin C.sin D .sin CD
wo man auch cos B’ P—= + sin P, cos I P= 4 sin P R schrei-
ben mag, indem man mit- PQ, PR die von P auf 4 B und CD
gefillten Perpendikel bezeichnet. —

Ebenso wie die hier zu Grunde gelegte Formel (1) gibt jede
Identitdt der Quaternionentheorie sogleich einen geometrischen
‘Lehrsatz, wie man auch umgekehrt, bekannte geometrische Sitze
benutzen wird, um identische Gleichungen zwischen Quaternionen
zu entwickeln. Um nur ein Beispiel hievon zu geben, behandeln
wir die Identitdt (17) des §. 43:

S{V(@d).V(cd)}=S(@ad)S(bc)—S(ac)S(6d)
indem wir unter a, &, ¢, d die Radien einer Einheitskugel verstehen,
welche letztere in 4, B, C, D schneiden. Dann ist: S (a d) =
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——S(%) = —cosDA u s f ferner V(ad) = —V(i;-)=

— OB .sinBA,also V(ad).V(cd)=0B.0D'sin BAsin DC,
und —S(OB'.0D) = cos B'D’, wo B, D’ die Pole von A B, CD
sind, so dass cos (B’ D') = cos (4B, C D) gesetzt werden mag.
Jene Identitéit giebt dann

sin A B sin CD cos(A4 B,CD)=cos ACcos BD —cosAD cos BC
den bekannten Gauss'schen Satz.

§. 58.
Transformation rechtwinkliger Coordinatensysteme.

Es mag hier nur an einem Beispiele die Leichtigkeit dargethan
werden, mit welcher der Quaternionencaléul analytisch-gemnetrische
Sitze darzustellen erlaubt:

Erleidet eine um ihren Mittelpunkt drehbare Kugel irgend-
welche Drehungen nach einander, so ist bekannt und iibrigens auch
aus den Sitzen des §. 50 leicht abzuleiten, dass das Resultat der-
selben in jedem Falle ersetzt werden kann durch eine Drehung um
eine feste Axe.

Es sei s diese Axe, ¢ der Winkel, um den man drehen muss,
wenn jenes Resultat erzielt werden soll, « eine Quaternion mit der
Axe s und dem Winkel | ¢ also, wenn ¢, %, ¢; drei feste, aufeinander
senkrechte Axen bedeuten:

§==19,COBTS =+ 13 COSY s + 73 COSze
a=co8}@p +ssin{gp=cosyp(l + A4 + uw, + »1),
WO .
A=cosrstan{ ¢, p=cosystan} g, »r=coszstan} ¢
gesetzt wird. Wenn man noch
= A=1+M+ @+ litui+ri=a
setzt, so hat man '
| a= ;/1_2 A + a).
Irgend ein Vector:
u=uwxd + yi;s + 2z

Hankel, complexe Zahlen. 13
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wird nun nach seiner Drehung um die Axe s und den Winkel ¢,
nach S 169 die schliessliche Lage-

W=aqau l
annchmen; nach (8) in §.52 hat man, da T =1 1str, — =Ka, also:
d=auKe =Z(l + a) u(l—a).
Die Entwickelung dieses Productes kann man ganz direct ausfithren; sie
wird aber wesentlich abgekiirzt, wenn man auf ‘
(l4+au(l—a)=u+au—ua—aua
die Satze des §. 43 anwendet. Es ist nimlich, da a, » Vectoren sind, nach (3)
au —ua=2.V (au), ferner nach (6) S (aua)=— S (aau)= —a?S8u=0,
da eben u ein Vector ist, endlich nach (9): V(aua) = aS(ua) — uS(aa)
+ aS(au) = 2a 8 (au) — ua? also:
A+a)u(l —a)="u(l+ a?) 4+ 2.V (au) — 2a S(au).
Nun ist
au——aw+yy+va+uy y@h+wz—vwh+hz—l@m
l4+at=1—30—pu?—»?
also:
AW =u(l—212—pw— 1)+ 2(ly—ux)ts +2(uz—ry)i + 2(vx—12)7%
T+ 20 (Ax 4+ uy + v2).
Setzt man nun den neuen Vector:

wW=2o't + y5% + 7,
so findet man aus letzterer Entwickelung:
d.x=x(l +12— 2—)+ 2y Au—r»)+ 22(Av+p)
4.y=2x@i+»)+y(1—22 4+ u2—2) 4+ 22 (uv — )
4.2=2xWh—u)+2y(vu+ 1)+ 21 —22— 2+
die berithmten Formeln Eurer's *) fiir die Transformation recht-
winkligér Coordinatensysteme gegeneinander.

Historische Anmerkung zu Abschnitt VIII und IX. Bereits seit
dem Jahre 1833 beschiftigte sich Sir WiLLiam Rowax Haminrox (Prof. der
Astronomie an der Universitat Dublin und Royal Astronomer of Ireland, gest.
den 2. Sept. 1865 zu Dunsink) angelegentlich mit der Theorie der hoheren
complexen Zahlen, in der Absicht, ein zur Behandlung der Geometrie des
Raumes ebenso passendes Instrument zu erfinden, wie es die imaginiren

-*) Novi Comm. Petropolit. Bd. 20. 8. 217, vergl. BaLTzrR’s Determinanten
2. Aufl. 8.159, und Cavrey, Phil. Mag. Febr. 1845, S. 141.
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Zahlen fir die Ebene sind, und in der Ueberzeugung, dass ein solches fir
den Raum noch nothwendiger und wichtiger sei, als fiir die Ebene. - Eine
interessante Geschichte seiner Bemithungen enthdlt die Vorrede zu dén
. Lectures; sie lehrt, dass die hauptsichlichste Schwierigkeit darin lag, die-
jenigen Eigenschaften der Operationen zu finden, welche, wenn sie aufgehoben
werden, das von mir so genannte Princip der Permanenz der formalen Gesetze
der Arithmetik am wenigsten verletzen, HamivnTon hielt anfangs die Commu-
tativitat der Multiplication fiir durchaus nothwendig, bis ihn vielfaltige Ver-
suche iiberzeugten, dass neben dieser die distributive Beziehung zu der von
vornherein gegebenen Addition von Strecken nicht erhalten werden konme.
So entschloss er sich endlich, zu Gunsten letzterer, die commutative Eigen-
schaft der Multiplication fallen zu lassen und wurde, nachdem er darauf ver-
zichtet hatte, das Product und den Quotienten zweier Strecken wieder als
Strecke ansehen zu konnen, im Jahre 1843 zu den Grundbegriffen des Qua-
ternionencalculs gefiihrt, die er zuerst in dem Meeting of Council der Irischen
Akademie d. Wiss. vom 16. Oct. 1843, und dann in dem Phil. Magaz. Juli 1844
der gelehrten Welt vorlegte Von diesem Zeitpunkte an ist er unausgesetzt
thiitig gewesen, die fundamentale Theorie bis in ihre kleinsten Details zu ent-
wickeln und zu vervollkommnen, sowie durch Anwendungen in’s Besondere
auf die Sphirik, Phoronomie, die Theorie der Polygone und Polyeder, welche
Oberflichen zweiten Grades eingeschrieben sind, die Kritmmungsverh#ltnisse
von Flichen im Allgemeinen, die Theorie der geoditischen Linien, die Prin-
cipien der Mgchanik, das Problem der drei Korper, die Theorie der Wellen-
oberfliche u. s. f. die Fruchtbarkeit und Angemessenheit seiner Methode nach-
zuweisen. Die Theorie selbst hat er dann mit einigen Anwendungen derselben -
in den sehr umfangreichen ,,Lectures on Quaternions, containing a systematic
statement of a new mathematical method, of which the principles were com-
municated in 1843 to the R. Irish Acad., and which has since formed the
subject of successive courses of lectures, delivered in 1848 and subsequent
years in the halls of Trinity College, Dublin; with numerous illustrative dia-
grams, and with some geometrical and physical applications®. (Dublin, Hodges
and Smith, 1853), in einer den continentalen Mathematikern sehr unbeque-
men, den Englindern aber, wie es scheint, durchaus natiirlichen Weise dar-
gestellt: Die Theorie ist aufgelost in zerstreute Stiicke, die Probleme werden
nicht in ihrer Allgemeinheit, sondern zunichst in speciellen Fillén behandelt,
dann unterbrochen durch Anwendungen und andere Untersuchungen, um erst
spiter, zuweilen nur gelegentlich in ihrem ganzen Umfange erledigt zu wer-
den. Dazu kommt eine durchgehends ausserordentlich breite, sich immer
selbst repetirende Darstellung, die man wohl theilweise der Riicksicht zu-
schreiben muss, welche ihr Verfasser auf die Studirenden genommen hat; denn
der Quaternionencalcul ist ,sanctioned, as a subject of public and repeated
examination in the (Dublin) university.« -

Wollte ich diese Theorie auf deutschen Boden verpflanzen, so war es

nothwendig, die Darstellung total zu verindern® Durch eine ganz andere
13+



